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Einleitung

Soweit sich die Gesetze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht

gewi�, und soweit sie gewi� sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirklichkeit.

Albert Einstein

In dieser Arbeit werden Kompartimentmodelle und ihre Anwendung im medizinischen Be-

reich behandelt. Diese Kompartimentmodelle k�onnen insbesonders als Basis f�ur Simulationen

physiologischer Prozesse dienen. Durch Simulation ist es dann auch m�oglich, quantitative

Ergebnisse des Metabolismus im menschlichen K�orper zu erhalten, die mit rein intuitiven
�Uberlegungen nicht erzielt werden k�onnen. Besonders ausf�uhrlich wurden zwei Themengebie-

te behandelt, n�amlich der Metabolismus des Bilirubin und der Kohlenhydratsto�wechsel. Es

wird dabei gezeigt, da� durch solche Simulationen Aussagen gewonnen werden k�onnen, die f�ur

die L�osung klinisch diagnostischer Probleme herangezogen werden k�onnen. Es ist nat�urlich

nicht m�oglich, das metabolische Geschehen im K�orper bis ins letzte Detail zu beschreiben.

Die Bildung von Modellen erfolgt immer im Zusammenhang mit einer vorgegeben konkreten

Problemstellung. Man strebt also bei der Modellierung einen nur so gro�en Detailiertheitsgrad

an, der dieser konkreten Fragestellung angemessen ist.

In der vorliegenden Arbeit wird in Kapitel eins ein �Uberblick �uber die im Bereich des

Metabolismus zum Einsatz kommenden Systeme gegeben.

Das zweite Kapitel behandelt ausf�uhrlich die linearen, zeitinvarianten Kompartimentmo-

delle, deren mathematische Beschreibung durch ein System von gew�ohnlichen Di�erentialglei-

chungen mit konstanten KoeÆzienten erfolgt. Es werden zuerst Methoden zur analytischen

L�osung der Systeme gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen mithilfe der Laplacetransformation

besprochen. Anschlie�end wird auf die numerische L�osung solcher Di�erentialgleichungssyste-

me eingegangen, wobei bei der Er�orterung das Verfahren von Runge-Kutta verwendet wurde.

In Kapitel drei wird die Vorgehensweise bei der Parameteridenti�kation beschrieben. Es

wird dabei die Methode der kleinsten Fehlerquadrate zugrunde gelegt und f�ur die Minimums-

suche das auch im nichtlinearen Fall anwendbare Verfahren von Hooke and Jeeves ausgew�ahlt.

Die Kapitel vier und f�unf betre�en spezielle Kompartimentmodelle auf dem Gebiet des

Metabolismus und zwar Kompartimentmodelle f�ur den Sto�wechsel des Bilirubin (Kapitel

vier) und Kompartimentmodelle des Kohlenhydratsto�wechsels (Kapitel f�unf). In diesen bei-

den Kapiteln werden Simulationen durchgef�uhrt. Es werden die dabei erhaltenen Ergebnisse

in Diagrammform pr�asentiert und die Aussagekraft dieser Ergebnisse kritisch diskutiert. Die

erw�ahnten Modelle des Bilirubinsto�wechsels (Kapitel vier) sind linear. In diesem Fall k�onnen

die Di�erentialgleichungssysteme analytisch gel�ost werden, es erwies sich aber als wesentlich

zweckm�a�iger bei der vorliegenden Arbeit, daf�ur numerische Verfahren anzuwenden. Die in

Kapitel f�unf behandelten Modelle sind haupts�achlich nichtlinear, die ebenfalls auf numerischen

Weg gel�ost werden. In diesem Fall w�are an eine analytische L�osung nicht zu denken.

F�ur alle Simulationen wurde ACSL (Advanced Continious Simulation Language) zum Ein-

satz gebracht, wobei als numerisches Verfahren das in dieser Sprache verf�ugbare Verfahren von

Runge-Kutta (zweiter und vierter Stufe) gew�ahlt wurde.
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1 �Uberblick �uber die Kompartimentmodelle

Ein Kompartimentmodell ist ein Modell, das aus einer endlichen Anzahl ideal durchmisch-

ter, also homogener Teilsystemen, den Kompartimenten, besteht. Ein Kompartiment stellt

eine Ansammlung von Materie dar. Ein Austausch von Materie kann sowohl zwischen den

Kompartimenten als auch zwischen den Kompartimenten und der Systemumgebung erfolgen.

Die Sto�menge oder Konzentration jedes Kompartiments wird durch eine Di�erentialgleichung

erster Ordnung beschrieben.

Ein Kompartimentmodell hei�t o�en, wenn ein Materieaustausch mit der Sytemumgebung

erfolgt, ist dagegen kein Materieaustausch zwischen der Systemumgebung und den Kompar-

timenten gegeben, spricht man von einem geschlossenen System.

Es werden nun einige Beispiele f�ur Kompartimentmodelle angef�uhrt, um ihre M�oglichkeiten

zur Anwendung in der klinischen Praxis aufzuzeigen (noch ohne Angabe der L�osung1).

Beispiel 1 (Drug Kinetics) In diesem Beispiel [2] werden Sto�wechselvorg�ange nach einer

oralen Einnahme eines Medikaments untersucht. Nach der Einnahme gelangt das Arzneimit-

tel in den Gastrointestinalen Trakt (GI-Trakt), geht in den Kreislauf �uber und wird auf diese

Weise verteilt. Dort wird es metabolisiert und schlie�lich eliminiert (siehe Abbildung 1). Im

k12

1 2

k01

Verteilung

Elimination

I1(t)

Medikamentenaufnahme

1....Gastrointestinaler Trakt

2....Blutkreislauf

Abbildung 1: Beispiel Kompartimentmodell f�ur Drug Kinetics

folgenden wird das Kompartimentmodell in Form eines Di�erentialgleichungssystems formu-

liert:

1Die L�osungsmethoden werden in Kapitel zwei vorgestellt
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� x1(t) bezeichne die Sto�menge des Medikaments in Kompartiment 1 (Gastrointestinaler

Trakt).

� x2(t) sei die Sto�menge des Medikaments in Kompartiment 2 (Blutkreislauf).

� I1(t) stellt die Zufuhrrate des Medikaments dar.

� k21 ist der konstante KoeÆzient, der die Verteilungsrate von Kompartiment 1 nach Kom-

partiment 2 angibt (GI-Trakt - Blutkreislauf).

� k02 ist der konstante KoeÆzient f�ur die Angabe der Eliminationsrate.

Mithilfe der Gleichung f�ur die Massenerhaltung gelangt man zu folgendem Di�erentialglei-

chungssystem:

dx1
dt

= I1 � V erteilungsrate von 1 nach 2

dx2
dt = Zufuhrrate�Eliminationsrate

und damit:

dx1
dt

= I1(t)� k21x1

dx2
dt

= k21x1 � k02x2

In Matrizenschreibweise erh�alt man ( _x1 :=
dx1
dt
, _x2 :=

dx2
dt
)

�
_x1(t)

_x2(t)

�
=

�
�k21 0

k21 �k02

��
x1(t)

x2(t)

�
+

�
I1(t)

0

�

Von besonderer klinischer Bedeutung ist die Variable x2, also die Sto�menge des Medika-

ments im Blutkreislauf. Auf der Basis dieses Kompartimentmodelles lassen sich Simulationen

durchf�uhren, mit denen die Auswirkungen infolge der �Anderungen von I1(t) (Dosierung der

Einnahme des Medikaments), x1(0), x2(0) (Anfangswerte), k21 und k02 auf den Sto�mengen-

verlauf von x2 dargestellt werden k�onnen. �

Beispiel 2 (Modi�ziertes TYGSTRUP-Modell �uber den Galaktosemetabolismus)

Dieses Beispiel (aus [4]) betri�t ein Modell mit zwei Kompartimenten (intravascul�ar und ex-

travascul�ar) f�ur den Metabolismus der Galaktose (siehe Abbildung 2). Mit VI und VE werden

die Volumina und mit cI , cE die Konzentrationen bezeichnet. Der Materieaustausch zwischen

den Kompartimenten erfolgt durch Di�usion, die durch die konstanten KoeÆzienten kei und

kie beschrieben wird. Die Aufnahme � der intravascul�aren Konzentration von Galaktose durch

die Leber wird mit einer Michaelis-Menten-Dynamik modeliert:

� =
VmcI

Km + cI

7



CE CI

kei

kie

u

φCR  cI

Abbildung 2: Beispiel Tygstrup-Modell vom Galaktosesto�wechsel

wobei Vm die maximale Geschwindigkeit der Enzymreaktion ist, durch die die Galaktose in den

Leberzellen metabolisiert wird.

Km ist derjenige Wert der Konzentration, bei dem � = 1
2
Vm gilt.

CR gibt die Rate der
"
Renal Clearance\ an und wird als konstant angenommen.

u ist eine Injektion von Galaktose.

Die mathematische Formulierung lautet:

_cI = � 1
VI
[ VmcI
Km+cI

+ CR � cI + d(cI � cE)� u]

_cE = � d
VE

(cE � cI)

d ist der Di�usionskoeÆzient, der so gew�ahlt wird, da� d = keiVI = kieVE gilt.

In Matrizenschreibweise:�
_cI
_cE

�
=

 
� 1

VI
( Vm
Km=cI+1

+ CR+ d) 1
VI
d

1
VE
d � 1

VE
d

!�
cI
cE

�
+

1

VI

�
u

0

�

Es kann mit diesem Kompartimentmodell der Konzentrationsverlauf von der intravascul�aren

Galaktose berechnet werden, der nach einer Galaktoseinjektion erfolgt. �

Beispiel 3 (Zwei Kompartimente) Abbildung 3 zeigt eine graphische Darstellung eines

Modells mit zwei Kompartimenten. Die Matrixschreibweise f�ur ein Modell mit zwei Kom-

partimenten lautet: ( _xi :=
dxi
dt
, i = 1; 2)�

_x1
_x2

�
=

�
f11 f12
f21 f22

��
x1
x2

�
+

�
f10
f20

�

wobei

fii := �

2X
j=0;j 6=i

fji

Also wird mit fii der Output de�niert. Das System ist geschlossen, wenn f0i = 0;8i: �
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x1 x2

f12

f12

f10 f20

f01 f02

Abbildung 3: Modell mit zwei Kompartimenten

Im ersten Beispiel (Drug Kinetics) und im dritten Beispiel (Zwei- Kompartimentmodell) waren

die Kompartimentmodelle lineare, zeitinvariante Kompartimentmodelle, hingegen wurden im

zweiten Beispiel (Galaktose) nichtlineare Funktionen (Michaelis-Menten-Dynamik) verwendet.

Im folgenden wird nun eine allgemeine Formulierung eines Kompartimentmodells darge-

legt. Es sei ein Modell mit n Kompartimenten aufgestellt. Wenn man nun die Dynamik des

Materieaustausches des i-ten Kompartiments betrachtet, so kann diese Dynamik mithilfe der

Gleichung der Massenerhaltung wiedergegeben werden. Somit gilt:

dxi

dt
= Inputrate�Outputrate

Mit ~x = [x1; x2; : : : ; xn]
T wird der

"
Massenvektor\ und mit ~p = [p1; p2; : : : ; p� ]

T der Vektor der

Parameter, die bekannt oder unbekannt sein k�onnen, notiert. fij ist der Fractional-Transfer-

KoeÆzient und gibt die Transferrate der Materie von Kompartiment j zu Kompartiment i an

(i 6= j). fij ist eine nichtnegative Gr�o�e. Die Zeitvariable t durchl�auft zum Beispiel ein endliches

Intervall [0; tend]. Die allgemeinste Form der Gleichungen eines Kompartimentmodells kann

man nun folgenderma�en anschreiben:

dxi

dt
= fi0(t) +

nX
j=1;j 6=i

fij(~x(t); t; ~p)xj(t)�

nX
j=0;j 6=i

fji(~x(t); t; ~p)xi(t) (1)

Der Index 0 symbolisiert die Systemumgebung. Zur L�osung dieser Di�erentialgleichungen,

sei es nun analytisch oder numerisch, m�ussen noch die Anfangsbedingungen f�ur ~x angeben

werden. Der Vektor der Anfangsbedingungen wird mit ~x0 = ~x(t0; ~p) bezeichnet. Oft gibt man

noch einen Outputvektor ~y = [y1; y2; : : : ; ym]
T an. ~y kann zum Beispiel gemessene Werte oder

Konzentrationen (statt Sto�mengen, also yi = xi=Vi) beinhalten und kann wiederum, im

allgemeinen Fall, eine Funktion von ~x und ~p sein. Also

~y = g(~x(t; ~p); ~p)

9



Mit diesem Outputvektor kann ein Kompartimentmodell in folgender Form angeschrieben

werden: �
~_x(t) = F~x(t) + ~u(t)

~y(t) = g(~x(t); p)

�
(2)

F = (fij)
j=1;::: ;n
i=1;::: ;n

~u = (fi0)i=1;::: ;n

fii = �

nX
j=0;j 6=i

fji

g ist ein funktionaler Zusammenhang zwischen ~y(t) und ~x(t)

Man kann nun ausgehend vom allgemeinen Modell einige Spezialisierungen und Vereinfa-

chungen vornehmen, indem die TransferkoeÆzienten spezi�ziert werden. Es werden hier zwei

Unterscheidungen getro�en:

1. Die KoeÆzienten der Transferrate sind Funktionen nur vom
"
Geberkompartiment\

2. fij k�onnen Funktionen mehrerer xi sein, meistens jedoch Funktionen von
"
Geber\- und

"
Empf�angerkompartiment\

ad 1. :

Der einfachste Fall ist die lineare Form, d.h., die fij sind Konstante kij. Gleichung (1)

kann dann angeschrieben werden:

dxi

dt
= ki0 +

nX
j=1;j 6=i

kijxj �

nX
j=0;j 6=i

kjixi (3)

Einen gro�en Raum in der Literatur �uber die Kompartimentmodelle nimmt auch dieser lineare,

zeitinvariante Fall ein. F�ur viele Anwendungen in der Biomedizin und Physiologie reicht eine

lineare Modellierung aus, um die Dynamik eines Systems zu beschreiben. Ein Beispiel, das

sp�ater n�aher untersucht wird, ist der Metabolismus des Bilirubin, der durch ein Modell mit drei

oder sechs Kompartimenten formuliert wird, je nachdem, ob nur das unkonjugierte Bilirubin

untersucht wird, oder auch das konjugierte Bilirubin mit in die Modellierung einbezogen wird.

Ebenfalls einen gro�en Anteil in der Fachliteratur nimmt die AuÆndung einer analytischen

L�osung von linearen, zeitinvarianten Kompartimentmodellen ein. Dieser L�osungsweg wird im

n�achsten Kapitel dargelegt.

Sei weiterhin der KoeÆzient der Transferrate fij nur vom Geberkompartiment xj abh�angig,

diesesmal aber nicht linear. Ein h�au�ger nichtlinearer Fall stellt zum Beispiel die Michaelis-

Menten-Dynamik dar. Hier ist

fij(t)xj(t) =
�ij

�ij + xj(t)
xj(t) (4)

mit: �ij ist eine Konstante der Dimension (Zeit)�1 und �ij eine Konstante mit der gleichen

Einheit wie xj(t).
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Eine Anwendung der Michaelis-Menten-Dynamik wurde schon im Galaktosebeispiel aufge-

zeigt, eine weitere Anwendung wird an einem Modell f�ur den Glukosesto�wechsel (siehe Ka-

pitel f�unf, Modell von Cramp and Carson) er�ortert.

ad 2. :

Hier wird die sigmoidartige Relation erw�ahnt, die in einem Modell mit Kontrollsystem

eingesetzt werden kann. Sie lautet:

fij = fi;j0 + �ij � tanh[�ij(xj � xj0)] (5)

wobei

fi;j0 = (fi;jh + fi;jl)

fi;jh = fh(xa; xb; : : : )

fi;jl = fl(xa; xb; : : : )

�
xa; xb; : : : sind Kontrollvariable

�ij =
(fi;jh � fi;jl)

2

dfij
dxj

���
xj = xj0

= �ij�ij

fi;jh und fi;jl sind also Funktionen einer oder mehrerer Kontrollvariablen. Wenn fi;jh und fi;jl
als Konstante gew�ahlt werden, erh�alt man ein Kompartimentmodell, in dem die Transferraten

nicht mehr Funktionen von mehreren Variablen sind. Eine Anwendung wird sp�ater anhand

eines Modells �uber den Glukosesto�wechsel (Kapitel f�unf, Modell von Cobelli et al.) behandelt,

in dem neben der Glukose auch die Kontroll- und Regelungshormone Insulin und Glukagon

Ber�ucksichtigung �nden.

Zum Abschlu� dieses einleitenden Kapitels werden noch zwei spezielle Strukturen eines

Kompartimentmodelles herausgegri�en, n�amlich das Mammillary System und das Ca-

tenary System. Ein Mammillary System besteht aus einem zentralen Kompartiment oder

Mutterelement, das von (n-1) peripheren Kompartimenten (Tochterkompartimenten) umge-

ben wird. Ein Austausch von Materie erfolgt nur zwischen dem Mutterkompartiment und den

Tochterkompartimenten, jedoch ist kein Materie
u� zwischen den peripheren Kompartimenten

gegeben. Eine Anwendung eines sochen Systems wird am Beispiel des Bilirubinsto�wechsels

demonstriert. Au�erdem wird im n�achsten Kapitel die analytische L�osung eines Mammillary

Systems mit drei Kompartimenten untersucht.

Bei einem Catenary System sind die Kompartimente in Form einer Kette angeordnet, ein Aus-

tausch von Materie erfolgt nur zwischen benachbarten Kompartimenten. Abbildung 4 zeigt ein

Mammillary und ein Catenary System.
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für drei Kompartimente

Ein Catenary System
für drei Kompartimente

Abbildung 4: Mammillary und Catenary System
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2 Lineare, zeitinvariante Kompartimentmodelle

In diesem Kapitel geht es um die linearen, zeitinvarianten Syteme von Kompartimenten. F�ur

ein Modell mit p Kompartimenten, m Inputs sowie n Outputs wird folgende Notation ein-

gef�uhrt: �
~_x = A~x + B~u

~y = C~x

�
(6)

A = (aij)
j=1;::: ;p
i=1;::: ;p ; (aii := �

pP
j=0;i6=j

aji), B = (bij)
j=1;::: ;m
i=1;::: ;p , C = (cij)

j=1;::: ;p
i=1;::: ;n.

~_x = [ _x1; _x2; : : : ; _xp]
T , ~x = [x1; x2; : : : ; xp]

T , ~u = [u1; u2; : : : ; up]
T , ~y = [y1; y2; : : : ; yp]

T .

Die aij , bij und cij sind Konstante.

Es wird von einer Kompartimentmatrix gesprochen, wenn A folgende Eigenschaften hat:

� aii � 0

� aij � 0 ; (i 6= j)

�
pP

1=1

aij = �aoj

Au�erdem gilt:

j aii j�

pX
j=1;j 6=i

j aji j

F�ur ein solches System wird nun bei gegebenen A, B, ~u, C eine L�osung x(t) gefunden.

2.1 Analytische L�osung

Der Beschreibung zur Gewinnung einer analytischen L�osung wird ein Abri� der Laplacetrans-

formation vorangestellt. Mit der Laplacetransformation lassen sich n�amlich die linearen, zei-

tinvarianten Kompartimentmodelle besonders vorteilhaft l�osen. Die Ausf�uhrungen �uber die

Partialbruchzerlegung, �uber die Matrixalgebra und �uber die Eigenwerttheorie sollen f�ur den

mathematisch nicht so gut vorgebildeten Leser die Verst�andlichkeit verbessern.

2.1.1 Mathematische Vorbereitungen

Abri� der Laplacetransformation Die Laplacetransformation kann vorteilhaft verwendet

werden, um gew�ohnliche, lineare Di�erentialgleichungen zu l�osen. Bei Anfangswertproblemen,

die bei Kompartimentmodellen gestellt sind, besteht der gro�e Vorteil der L�osung der Di�eren-

tialgleichung mithilfe der Laplacetransformation darin, da� man die gesuchte spezielle L�osung

direkt erh�alt und nicht zuerst eine allgemeine L�osung den Anfangswerten anpassen mu�. Ab-

bildung 5 zeigt den schematischen Rechengang zur L�osung von gew�ohnlichen Di�erential-

gleichungen mittels Laplacetransformation. Bei der L�osung der Di�erentialgleichungssysteme
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Differentialgleichung
+ Anfangsbe=

dingungen

Laplacetransformation
( Rechenregeln, Tabellen )

Lineare algebraische
Gleichungen Lösung für L{y}

Rücktransformation
( Rechenregeln, Tabellen )

Lösung  y

Abbildung 5: Schema zur L�osung von gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen mittels der L -

transformation [32].

von Kompartimentmodellen mithilfe der Laplacetransformation erh�alt man oft gebrochen-

rationale Funktionen. Diese Funktionen zerlegt man in ihre Partialbr�uche (siehe Partialbruch-

zerlegung ) und f�uhrt dann nach dem Additionssatz die Umkehrtransformation der Partial-

br�uche durch. Die Inverse-Laplacetransformation dieser Partialbr�uche entnimmt man Tabellen

(siehe Anhang).

De�nition 1 (Laplacetransformation) Die Laplacetransformation wird auf eine komplex-

wertige Funktion f(t) angewendet, und die Laplacetransformierte F (s) := L[f(t)] ist f�ur

t � 0 (f�ur t < 0 wird f(t) = 0 vereinbart) de�niert durch (falls das folgende Integral konvergent

ist):

L[f(t)] := F (s) :=

Z 1
0

f(t)e�stdt (7)

Die Umkehrtransformation (R�ucktransformation, inverse L-transformation) ist ein-

deutig gegeben durch (s = � + {!):

f(t) = L�1[F (s)] =
1

2�{

I �+{!

��{!

F (s)estds (8)

Es gelten folgende S�atze (ohne Beweis) [32]:

Satz 1 (Additionssatz) a; b seien reell. Dann gilt:

L[af1(t) + bf2(t)] = aL[f1(t)] + bL[f2(t)]

Satz 2 (D�ampfungssatz) Sei � > 0

L[e�tf(t)] = F (s+ �)
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Satz 3 (Di�erentiationssatz)

L[f (n)(t)] = snF (s)� sn�1f(+0)�; : : : ; sf (n�2)(+0)� f (n�1)(+0)

wobei f (�)(+0) = lim
t!+0

d�f(t)
dt� .

Also erhalten wir f�ur die erste Ableitung:

L[
df(t)

dt
] = sF (s)� f(+0)

Satz 4 (Faltungssatz)

L[

Z t

0

f1(t� �)f2(�)d� ] = L[f1(t)]L[f2(t)]

das hei�t, das Faltungsprodukt im Originalbereich entspricht dem gew�ohnlichen Produkt im

Bildbereich.

Satz 5 (�Ahnlichkeitssatz) Sei � > 0.

L[f(�t)] =
1

�
F (

s

�
)

Satz 6 (Verschiebungssatz)

L[f(t� a)] = e�asF (s) = e�asL[f(t)]

mit f(t� a) = 0 f�ur t < a.

Satz 7 (Integrationssatz) � sei eine komplexe Variable.

L[

Z t

0

f(�)d� ] =
1

s
F (s)

L[
f(t)

t
] =

Z 1
s

F (�)d�

Satz 8 (Multiplikationssatz)

L[tnf(t)] = (�1)nF (n)(s)

Satz 9 (Divisionssatz)

L[
1

t
f(t)] =

Z 1
0

F (q)dq

Jetzt wird die Laplacetransformation einiger Funktionen berechnet, die in den Kompartiment-

modellen dieser Arbeit zum Teil verwendet wurden.
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Beispiel 4 Dieses Beispiel betri�t die Laplacetransformation der Funktion

f(t) =

�
0 f�ur t < 0

ki f�ur t � 0

wobei ki eine Konstante ist.

Nach De�nition ist:

F (s) =

1Z
0

kie
�stdt

Der Integrationssatz liefert:
ki

s
e�st

����
1

t=0

=
ki

s

�

Beispiel 5 In diesem Beispiel wird die Laplacetransformierte der folgenden Funktion berech-

net:

f(t) =

�
0 f�ur t < 0

kie
�kit f�ur t � 0

Mit der L�osung:

F (s) = ki

1Z
0

e�(s+ki)tdt = �
ki

s+ ki
e�(s+ki)t

����
1

t=0

=
ki

s+ ki

�

Beispiel 6 (Diracsche-Delta-Funktion) Besondere Bedeutung in den Kompartimentmo-

dellen besitzt die sogenannte Dirac-Æ-Funktion, die eigentlich keine Funktion ist und daher oft

als Diracma� bezeichnet wird. Sie ist umschrieben mit

Æ(t) =

�
0 f�ur t 6= 0

1 f�ur t = 0

Au�erdem gilt
1Z

�1

Æ(t)dt = 1

Mit dieser Diracschen-Æ-Funktion kann man gut einen Impuls modellieren wie zum Beispiel

eine Glukoseinjektion. Finden wir nun die Laplacetransformation f�ur f(t) = DÆ(t);

D ist eine Konstante:

F (s) =

1Z
0

DÆ(t)e�stdt

Mit der De�nition von Æ(t) bekommen wir:

= De�st
����
t=0

= D

�
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Beispiel 7 In [33] wird das folgende Anfangswertproblem gestellt:�
_y(t) + 2y(t) = f(t)

y(0) = 1

�

wobei f(t) = 2((t + 1)et
2

+ (1 + 2t)). Die L�osung dieser Di�erentialgleichung sieht folgender-

ma�en aus:

Laplacetransformation:

sY (s)� 1 + 2Y (s) = L[f(t)]

=):

Y (s) =
1

s+ 2
+
L[f(t)]

s+ 2

Tabellen, Faltungssatz:

y(t) = e�2t + 2

tZ
0

e�2(t��)[(� + 1)e�
2

+ (1 + 2�)]d�

Auswertung des Integrals ergibt:

y(t) = et
2

+ 2t

�

Beispiel 8 Dieses Beispiel betri�t eine Di�erentialgleichung zweiten Grades (aus [32]):�
�y(t) + 5 _y(t) + 4y(t) = t

y(0) = _y(0) = 0

�

Der Di�erentiationssatz liefert:

s2L[y(t)]� sy(0)� _y(0) + 5sL[y(t)]� 5y(0) + 4L[y(t)] = L[t]

nach Einsetzen der Anfangswerte:

s2L[y(t)] + 5sL[y(t)] + 4L[y(t)] = L[t]

Tabelle:

L[y(t)] = L[t]
1

s2 + 5s+ 4
=

1

s2
1

s+ 1

1

s+ 4

R�ucktransformation:

y(t) = L�1[
1

s2(s+ 1)(s+ 4)
]
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Umwandlung in eine Summe durch Partialbruchzerlegung:

1

s2(s+ 1)(s+ 4)
=

A

s2
B

s

C

s+ 1

D

s+ 4

1

s2(s+ 1)(s+ 4)
=
A(s+ 1)(s+ 4) +Bs(s+ 1)(s+ 4)

s2(s+ 1)(s+ 4)
+
Cs2(s+ 4) +Ds2(s+ 1)

s2(s+ 1)(s+ 4)

KoeÆzientenvergleich liefert:

A =
1

4
; B = �

5

16
; C =

1

3
; D = �

1

48

=):

y(t) =
1

4
L�1[

1

s2
]�

5

16
L�1[

1

5
] +

1

3
L�1[

1

s+ 1
]�

1

48
L�1[

1

s+ 4
]

Tabelle liefert die L�osung:

y(t) =
t

4
�

5

16
+
1

3
e�t �

1

48
e�4t

�

Beispiel 9 In diesem Beispiel (aus [32]) wird das folgende Anfangswertproblem aufgestellt:8<
:

_y1(t) + y2(t) = et

_y2(t)� y1(t) = �et

y1(0) = y2(0) = 1

9=
;

Di�erentiationssatz, Tabelle:

sY1(s) + Y2(s) =
1

s� 1
+ 1 =

s

s� 1

sY2(s)� Y1(s) = �
1

s� 1
+ 1 =

s� 2

s� 1

=):

Y1(s) =
s2 � s+ 2

(s� 1)(s2 + 1)

Y2(s) =
s

s2 + 1

Umwandlung in eine Summe durch Partialbruchzerlegung:

s2 � s+ 2

(s� 1)(s2 + 1)
=

A

s� 1
+
Bs+ C

s2 + 1

KoeÆzientenvergleich:

A = 1; B = 0; C = �1
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=):

Y1(s) =
1

s� 1
�

1

s2 + 1

Tabelle ergibt:

y1(t) = et � sin t

y2(t) = cos t

�

Eine Tabelle f�ur die Laplacetransformation einiger wichtiger Funktionen wird im Anhang an-

gegeben. Wie diese Methode zur L�osung von den Di�erentialgleichungen bei Kompartiment-

modellen eingesetzt werden kann, wird im Abschnitt �uber die Ermittlung der analytischen

L�osung bei Kompartimentmodellen erl�autert.

Abri� der Partialbruchzerlegung In den Beispielen bei der L�osung von Di�erentialglei-

chungen mittels Laplacetransformation wurde schon die Partialbruchzerlegung benutzt, um

gebrochen-rationale Funktionen in eine Summe ihrer Partialbr�uche zu zerlegen, damit man

dann aus jenen Br�uchen die Inverse Laplacetransformierte aus Tabellen ablesen kann. In ei-

ner allgemeineren Form, als die Partialbruchzerlegung bisher in den Beispielen durchgef�uhrt

wurde, ist der Sachverhalt im folgenden Satz festgehalten.

Satz 10 (Partialbruchzerlegung) f(x) := g(x)h�1(x). F�ur h(x) gelte die Zerlegung:

h(x) =

mX
�=0

a�x
� =

rY
�=1

l�(x)
c�

sY
�=1

q�(x)
d�

wobei die l�(x), q�(x) paarweise verschiedene lineare bzw. nullstellenfreie quadratische Funk-

tionen sind.

Dann gibt es eine rationale Funktion k(x) und reelle Zahlen A��, B��, C�� mit ��f1; : : : ; rg,

��f1; : : : ; c�g, ��f1; : : : ; sg, ��f1; : : : ; d�g, soda� gilt:

f(x) = k(x) +

rX
�=1

c�X
�=1

A��

l�(x)
� +

sX
�=1

d�X
�=1

B�� + C��x

q�(x)
�

Zur Verdeutlichung dieses Satzes wird ein Beispiel angef�ugt, in dem nun auch quadratische

Funktionen auftreten.

Beispiel 10 Aus [39]. f(x) = g(x)h�1(x) = (x+ 1)(x4 � 2x3 + 2x2 � 2x+ 1)�1

F�ur h(x) gilt die Zerlegung:

h(x) = x4 � 2x3 + 2x2 � 2x+ 1 = (x2 + 1)(x� 1)

Nach Satz:
x+ 1

x4 � 2x3 + 2x2 � 2x+ 1
=
B + Cx

x2 + 1
+

A1

x� 1
+

A2

(x� 1)2
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Nun bleibt noch das Problem der KoeÆzientenbestimmung. Durch den KoeÆzientenvergleich

erh�alt man:

x+ 1 = (Cx+B)(x2 � 1)2 +A1(x
2 + 1)(x� 1) +A2(x

2 + 1)

Einsetzen von 1,{ in die Gleichung:

1 + 1 = 0 + 0 +A2(1 + 1)) A2 = 1

{+1 = (C{+B)({�1)2+0+0) {+1 = (C{+B(�2{) = 2C�2B{) C = 1
2
; B = �1

2

Di�erenzieren an der Stelle x = 1:

d

dx
(1) = 1 = 0 +A1(1 + 1) +A22) 2A1 = 1� 2 = �1) A1 = �

1

2

Und somit erh�alt man die Partialbruchzerlegung von f :

f(x) =
x+ 1

x4 � 2x3 + 2x2 � 2x+ 1
=

x� 1

2(x2 + 1)
�

1

2(x� 1)
+

1

(x� 1)2

�

Die Partialbruchzerlegung �ndet auch Anwendung in der Integration von rationalen Funktio-

nen.

Abri� der Matrixalgebra und Eigenwerttheorie Als letztes mathematisches Werkzeug

wird die Matrixalgebra und die Eigenwerte einer Matrix betrachtet. Bei der analytischen

L�osung f�ur die Di�erentialgleichungen der Kompartimentmodelle steht man vor allem vor

dem Problem, die Matrix (sI�A) zu invertieren. Diese Aufgabe kann man durch eine Formel

mit der adjungierten Matrix l�osen, f�ur die der Begri� der Determinante eingef�uhrt wird. Im

Besonderen wird auch eine Verbindung zu den Eigenwerten einer Matrix hergestellt.

Die Determinante ist eine multilineare Funktion und ordnet eindeutig jeder quadra-

tischen Matrix eine Zahl zu. Die Determinante einer Matrix A (det(A)) wird nun rekursiv

de�niert. F�ur eine 2x2 Matrix gilt

det(A) = det

�
a11 a12
a21 a22

�
= a11a22 � a12a21

Weiters f�uhrt man eine Streichungsmatrix A(k;l) ein, die durch Weglassen der k-ten Zeile und

l-ten Spalte entsteht. Dann de�niert man f�ur eine nxn Matrix A

det(A) =
X

k oder l

(�1)k+l akl det(A
(k;l))

Damit eine Formel f�ur A�1 angegeben werden kann, mu� noch der Begri� der adjungierten

Matrix eingef�uhrt werden. Die adjungierte Matrix adj(A) ist de�niert durch

adj(A)k;l := (�1)k+ldet(A(l;k))

20



wobei A(l;k) wieder die Streichungsmatrix ist, diesesmal allerdings werden die Zeilen und Spal-

ten vertauscht. Mit dieser De�nition gilt A adj(A) = adj(A) A = det(A) In und somit erh�alt

man

A�1 =
1

det(A)
adj(A)

F�ur eine 2x2 Matrix folgt

A�1 =
1

a11a22 � a12a21

�
a22 �a12
�a21 a11

�

Als Folgerung kann die Cramersche Regel angeschrieben werden, die eine Aussage �uber die

L�osung eines linearen Gleichungssystem gibt. Mit dieser Cramerschen Regel kann man oft

schneller und leichter eine L�osung �nden, als da� man die Matrix (sI�A)�1 berechnen mu�,

besonders wenn der Vektor BU(s) (siehe sp�ater) d�unn besetzt ist.

Satz 11 (Cramersche Regel) Sei A eine nxn Matrix und det(A) 6= 0, so besitzt das System

Ax = b genau eine L�osung, und zwar x = A�1b, und xk l�a�t sich berechnen durch

xk =
1

det(A)
det

0
B@

a11 � � � a1;k�1 b1 a1;k+1 � � � a1n
...

...
...

...
...

an1 � � � an;k�1 bn an;k+1 � � � ann

1
CA

Zur Veranschaulichung wird folgendes Beispiel angef�uhrt:

Beispiel 11 [34] Zu l�osen sei das Gleichungssystem

5x1 + 7x2 + 15x3 = 6

x1 + 2x2 + 4x3 = 4

2x1 + 3x2 + 7x3 = 5

oder

0
@ 5 7 15

1 2 4

2 3 7

1
A
0
@ x1

x2
x3

1
A =

0
@ 6

4

5

1
A

Die Determinanten von A ist det(A) = 2. Und somit erh�alt man nach der Cramerschen Regel:

x1 =
1

2
det

0
@ 6 7 15

4 2 4

5 3 7

1
A = �7 x2 =

1

2
det

0
@ 5 6 15

1 4 4

2 5 7

1
A =

1

2

x3 =
1

2
det

0
@ 5 7 6

1 2 4

2 3 5

1
A =

5

2

�

Wie man sp�ater sehen wird, mu� man bei der L�osung der Gleichungen der Kompartimentmo-

delle die Matrix (sI �A) invertieren. Wegen dieser speziellen Gestalt kann man die Inverse

auch mithilfe der Eigenwerte einer Matrix berechnen. Die Eigenwerte �i einer nxn Matrix A

sind die n-ten Wurzeln des charakteristischen Polynoms �(z) = det(zI�A). Die Menge der

Eigenwerte hei�t Spektrum und wird mit �(A) angeschrieben. Ist �(A) = f�1; : : : ; �ng, dann
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folgt daraus det(A) =
Q
�i = �1�2 : : : �n, das hei�t, die Determinante einer Matrix ist gleich

dem Produkt ihrer Eigenwerte. Ergo gilt mit der Tatsache, da� det(A�B) = det(A)�det(B)

und det(I) = 1

(sI�A)�1 =
1

(s� �1) : : : (s� �n)
adj(sI�A)

wobei die �i die Eigenwerte von A sind. Diese Formel wird dann auch bei den sp�ateren Bei-

spielen angewendet.

2.1.2 Ermittlung der analytischen L�osung bei Kompartimentmodellen

Mit diesen mathematischen Vorbereitungen kann eine analytische L�osung f�ur die Gleichungen

berechnet werden, die bei linearen, zeitinvarianten Kompartimentmodellen aufgestellt werden.

Bei diesen Kompartimentmodellen kann man sich auf gew�ohnliche, lineare Di�erentialglei-

chungen erster Ordnung beschr�anken. Au�erdem sind die Anfangswerte gegeben, soda� die

Methode der Laplacetransformation angewendet werden kann.

Zun�achst wird ein single-input, single-output (SISO) System betrachtet, wie es in Abbildung 6

gezeigt ist. Der Zusammenhang zwischen Input u(t) und Output x(t) wird durch das Konvo-

u(t) x(t)
g(t)

Abbildung 6: SISO System

lutionsintegral

x(t) =

tZ
0

g(t� �)u(�)d� (9)

beschrieben. Oft wird g(t) als Gewichtsfunktion bezeichnet, sie gibt also die Beziehung zwi-

schen vergangenen Inputwerten und den aktuellen Outputwerten wieder. Aufgrund des Fal-

tungssatzes der Laplacetransformation kann man Gleichung (9) auch in folgender Form an-

schreiben:

X(s) = G(s)U(s) (10)

wobeiX(s),G(s),U(s) die jeweiligen Laplacetransformierten von x(t),g(t),u(t) sind.G(S) hei�t

auch die (Laplace) Transfer- Funktion, und es gilt:

G(s) =
U(s)

X(s)
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Kehren wir nun zum System vom Anfang des Kapitels �uber lineare, zeitinvariante Komparti-

mentmodelle zur�uck. Man hat also wieder:�
~_x = A~x + B~u

~y = C~x

�

F�uhrt man nun die Laplacetransformation durch, so erh�alt man:

sX(s)� x(0) = AX(s) +BU(s)

Y(s) = CX(s)

Der Einfachheit halber wird x(0) = 0 angenommen. Man bekommt dadurch:

(sI�A)X(s) = BU(s)

und folglich:

X(s) = (sI�A)�1BU(s) (11)

Und so f�ur Y(s):

Y(s) = C(sI�A)�1BU(s) (12)

Das Ergebnis y(t) kann man dann durch die Inverse Laplacetransformation berechnen:

y(t) = L�1Y(s) = L�1[G(s)U(s)]

Die Transfer-Funktion-Matrix ist durch die Formel

G(s) = C(sI�A)�1B

gegeben.

Betrachten wir noch die L�osung von ~_x = A~x+B~u. Sie ist gegeben durch

~x(t) = eAt~x(0) +

tZ
0

eA(t��)B~u(�)d� (13)

Die Matrix eAt hei�t Transition Matrix. Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen (11)

und der Transition Matrix �nden. Mittels Laplacetransformation erh�alt man:

sX(s)� ~x(0) = AX(s) +BU(s)

und folglich ergibt sich:

X(s) = (sI�A)�1~x(0) + (sI�A)�1BU(s)

Durch Inverse Laplacetransformation bekommt man:

~x(t) = L�1[(sI�A)�1~x(0)] + L�1[(sI�A)�1BU(s)] (14)

Vergleicht man jetzt (13) mit (14) und wendet den Faltungssatz an, so sieht man die Beziehung:

eAt = L�1[(sI�A)�1]

Bei Kompartimentmodellen ist die Transition Matrix eAt stets positiv.
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2.1.3 Beispiele und Spezialf�alle

Systeme mit einem Kompartiment Zun�achst wird der einfachste Fall eines Komparti-

mentmodelles analysiert, n�amlich ein System mit nur einem Kompartiment. In vielen phy-

siologischen Modellen werden Teilsysteme durch ein Kompartiment beschrieben, wie bei-

spielsweise das Glukagon in einem Glukosesto�wechselmodell. Abbildung 7 zeigt ein Ein-

Kompartimentmodell. Die Algebro-Di�erentialgleichungen f�ur dieses System lauten:

b1u1(t)

k01

x1

Abbildung 7: Ein-Kompartimentmodell

_x1(t) = �k01x1(t) + b1u1(t)

y1(t) = c1x1(t)

Aus (11) bekommt man die L�osung:

X1(s) =
b1U1(s)

s+ k01

Y1(s) =
c1b1U1(s)

s+ k01

und f�ur die Transfer Funktion ergibt sich die Formel:

G(s) =
Y1(s)

U1(s)
=

c1b1

s+ k01

Wir f�uhren nun drei gedankliche Experimente durch, denn wir betrachten dieses System bei

verschiedenen
"
St�orungen\ u1(t), n�amlich bei einem Impuls, einer Infusion mit konstanter

Zufuhrrate und bei einer Impulsfolge.

Impuls Der Impuls wird durch die Diracsche Deltafunktion modelliert. Die Laplace-

transformierte dieser Funktion wurde schon im Abschnitt �uber die Laplacetransformation

berechnet. Es werde nun dem System ein
"
St�orimpuls\ der

"
St�arke\ D1 versetzt. Somit ist

u1(t) = D1Æ(t). Die Laplacetransformierte von u1(t) ist D1. Daraus folgt

X1(s) =
b1D1

s+ k01
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Unter der Annahme x1(0) = 0 und mittels der Inversen Laplacetransformation erh�alt man die

L�osung:

y1(t) = c1b1D1e
�k01t

Das ergibt einen monoton fallenden Graphen mit dem Maximum c1b1D1 bei t = 0.

Infusion mit konstanter Zufuhrrate Anstatt eines Impulses geben wir jetzt eine

Infusion mit Infusionsrate k als Input zum System, das hei�t u1(t) = k. Dann ist U1(s) =
k
s

und folglich mittels Partialbruchzerlegung

Y1(s) =
c1b1k

s(s+ k01)
=
c1b1k

k01
(
1

s
�

1

s+ k01
)

Somit ist durch die Inverse Laplacetransformation:

y1(t) =
c1b1k

k01
(1� e�k01t)

Der Graph von y1(t) ist monoton steigend und konvergiert gegen
c1b1k
k01

. Bei t = 0 gilt y1(0) = 0.

Wenn die Infusion zu einem Zeitpunkt T unterbrochen wird oder vollst�andig beendet ist, ist

y1(t) = y1(T )e
�k01(t�T ), t � T , womit wieder die Situation des Impulsinputs erreicht w�are,

man hat also dann eine fallende Kurve.

Impulsfolge T0 sei das konstante Zeitintervall zwischen den Impulsen der St�arke D1, b1
sei 1 und x(0) = 0. Somit ist x1(t) = D1e

�k01t f�ur 0 � t < T0. Das Maximum im Intervall

[0; T0) ist D1 und das Minimum ist D1e
�k01T0 .

Nach dem zweiten Impuls ergibt sich: x1(t) = D1e
�k01 + D1e

�k01(t�T0) f�ur T0 � t <

2T0. Dieses Intervall [T0; 2T0) besitzt das Maximum D1(1 + e�k01T0) so wie das Minimum

D1e
�k01T0(1 + e�k01T0).

F�ur das Intervall zwischen dem n-ten und (n+1)-ten Input erh�alt man

x1max = D1
1� e�nk01T0

1� e�k01T0

x1min = e�k01T0x1max

Bei einer gro�en Anzahl von Impulsen bekommt man das Maximum und das Minimum durch

die Limites von x1max und x1min. Also

lim
n!1

x1max =
D1

1� e�k01T0

lim
n!1

x1min =
D1e

�k01T0

1� e�k01T0
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x1 x2

k12

k12

b1u1(t) b2u2(t)

k01 k02

Abbildung 8: Zwei-Kompartimentmodell

Systeme mit zwei Kompartimenten Hier wird ein Modell mit zwei Kompartimenten

betrachtet, wie es in Abbildung 8 gezeigt ist. F�ur dieses System hat A folgende Gestalt:

A =

�
a11 a12
a21 a22

�

mit a11 = �(k01 + k21), a12 = k12, a21 = k21 und a22 = �(k02 + k12). Weiters ist

BU(s) = [b1U1(s); b2U2(s)]
T

und y1(t) = c1x1(t), y2(t) = c2x2(t). Aus A erh�alt man (mithilfe der Theorie �uber Matrizen

und Eigenwerte)

(sI�A)�1 =
1

(s� �1)(s� �2)

�
s� a22 a12
a21 s� a11

�

wobei �1 und �2 die Eigenwerte von A sind. Die Transfer Funktion Matrix ist somit:

G =

�
G11(s) G12(s)

G21(s) G22(s)

�
=

1

(s� �1)(s� �2)

�
c1b1(s� a22) c1b2a12

c2b1a21 c2b2(s� a11)

�

Die L�osung y(t) ist gegeben durch:

y(t) = L�1[G(s)U(s)]

Geben wir nun einen Impuls in Kompartiment eins und lassen das zweite Kompartiment

st�orungsfrei, das hei�t u(t) = [D1Æ(t); 0]
T . Dann ist U(s) = [D1; 0]

T und folglich gilt:

Y(s) = G(s)U(s) =
1

(s� �1)(s� �2)

�
c1b1(s� a22)D1

c2b1a21D1

�
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Um die Inverse Laplacetransformierte zu bilden, mu� noch die Partialbruchzerlegung vonY(s)

durchgef�uhrt werden. Daher ist

Y(s) =

0
@ (�2�a12�1��2

1
s��1

+ �2�a22
�2��1

1
s��2

)

c2b1a21D1

�1��2
( 1
s��1

� 1
s��2

)

1
A

Schlie�lich und endlich kann man die L�osung aus Tabellen von Inversen Laplacetransformierten

ablesen:

y1(t) = c1b1D1(
�1 � a22

�1 � �2
e�1t +

�2 � a22

�2 � �1
e�2t)

y2(t) =
c2b1a21D1

�1 � �2
(e�1t � e�2t)

Systeme mit drei Kompartimenten In diesem Abschnitt wird ein Spezialfall f�ur ein

Modell mit drei Kompartimenten herausgegri�en, n�amlich das Mammillarysystem. Es wird ein

Impuls nur am Zentralkompartiment angenommen und l�a�t auch nur an jenem Kompartiment

eine Abgabe an die Systemumgebung zu. In Abbildung 9 wird eine graphische Darstellung f�ur

dieses System gegeben. Nun wird ein konkretes Beispiel [1] durchgerechnet. Hier ist k21 =

b1u1(t)

k01

k31

k13

k21

k12

13 2

Abbildung 9: Ein Mammillarysystem mit drei Kompartimenten

1:709, k12 = 2:065, k31 = 1:255, k13 = 0:325, k01 = 0:746 und b1u1(t) = Æ(t). Daher erh�alt

man folgende Gleichungen:

BU(s) = [b1U1(s); 0; 0]
T (15)

(sI�A)�1

= 1
�s

0
@ (s+ k12)(s+ k13) k12(s+ k13 k13(s+ k12)

k21(s+ k13) (s� a11)(s+ k13)� k13k31 k21k13
k31(s+ k12) k12k31 (s� a11)(s+ k12)� k12k21

1
A
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Wobei �s = (s� �1)(s� �2)(s� �3) gilt.

Aus dem Kapitel �uber Matrixalgebra und Eigenwerte bekommt man die Eigenwerte des Sy-

stems, und zwar �1 = �5, �2 = �1 und �3 = �0:1. Weiters nehmen wir y1(t) = x1(t) an.

X(s) ist dann wegen den Gleichungen (11) und (15) die erste Spalte von (sI�A)�1, das ist

X(s) =
1

(s� �1)(s� �2)(s� �3)

0
@ (s+ 2:065)(s + 0:325)

1:709(s + 0:325)

1:255(s + 2:065)

1
A

Jetzt wird noch die Partialbruchzerlegung bestimmt. Es ist:

X1(s) =
0:7

s+ 5
+

0:2

s+ 1
+

0:1

s+ 0:1

und folglich

x1(t) = 0:7e�5t + 0:2e�t + 0:1e�0:1t

Mit dem analogen Rechenvorgang erh�alt man noch

x2(t) = �0:408e�5t + 0:32e�t + 0:088e�0:1t

und

x3(t) = �0:188e�5t � 0:371e�t + 0:559e�0:1t

2.2 Numerische L�osung

Im vorigen Abschnitt wurden die Di�erentialgleichungen oder Systeme von Di�erentialglei-

chungen auf analytischem Wege gel�ost. Relativ leicht lassen sich die linearen, zeitinvarianten

Kompartimentmodelle l�osen. In diesem Fall hat man ja die vorteilhafte Methode der Lapla-

cetransformation zur Verf�ugung. Allerdings w�achst der Aufwand bei einer gr�o�er werdenden

Anzahl an Kompartimenten zunehmend, und es ist an eine L�osung auf numerischem Wege zu

denken. Aber auch schon f�ur Systeme mit wenigeren Kompartimenten kann es zweckm�a�ig

sein, numerische Verfahren einzusetzen. F�ur die im Metabolismus auch auftretenden nicht li-

nearen Kompartimentmodelle (zum Beispiel Enzymreaktionen) lassen sich analytische L�osun-

gen nur schwer oder �uberhaupt nicht �nden. In jenen F�allen wendet man numerische Methoden

an, um damit die in dieser Arbeit interessierenden metabolischen Vorg�ange zu simulieren. Hier

werden wir uns auf die Methode von Runge Kutta beschr�anken, die wir auch ausschlie�lich in

unseren Simulationsprogrammen zum Einsatz brachten.

Allgemeine Bemerkungen zu numerischen Verfahren Es wird das folgende Anfangs-

wertproblem betrachtet:

_x = f(t; x)

x(t0) = x0
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Wird nun eine Schrittweite h 6= 0 gew�ahlt, so erh�alt man eine erste N�aherung f�ur das Problem

mit

x(t+ h) � x(t) + hf(t; x(t))

da f(t; x(t)) gerade die Steigung _x(t) der analytischen L�osung x(t) ist und daher mit 1
h [x(t+

h) � x(t)] approximiert werden kann. Nach jener Wahl von h bekommt man folglich f�ur die

�aquidistanten Stellen ti = t0 + h N�aherungswerte ~xi f�ur die Werte xi = x(ti) der analytischen

L�osung x(t), wir schreiben (f�ur i = 0; 1; 2; : : : )

~x0 = x0 ; ti+1 = ti + h

~xi+1 = ~xi + hf(ti; ~xi)

Diese Methode wird auch Polygonzug Verfahren von Euler genannt. Sie ist jedoch in den

meisten F�allen nicht sehr eÆzient. Allgemeine Verfahren erh�alt man durch eine Ansatzfunktion

�(t; x; h; f), die in obige Formel eingesetzt wird, also

~xi+1 = ~xi + h�(ti; ~xi; h; f)

Zum Beispiel ist beim Polygonzug Verfahren von Euler diese Ansatzfunktion unabh�angig von

h und �(t; x; f) = f(t; x).

Runge-Kutta Verfahren Runge Kutta Verfahren basieren auf Berechnungen der Ablei-

tungen an verschiedenen Stellen des Integrationsintervalls. Man unterscheidet zwischen den

Algorithmen zweiter und vierter Stufe, je nachdem wie viele Auswertungen in jedem Iterati-

onsschritt vorgenommen werden.

Beim Runge Kutta Verfahren zweiter Stufe setzt man � folgenderma�en:

�(ti; ~xi; h) =
1

3
(k1 + 2k2) ; mit

k1 = f(ti; ~xi)

k2 = f(ti +
2h
3
; ~xi +

2hk1
3
)

Man nimmt also eine Ableitungsauswertung am Beginn und eine andere bei 2/3 des Iterati-

onsintervalls vor.

BeimRunge Kutta Verfahren vierter Stufe, welches ein genaueres Verfahren ist, wird die

Ableitung einmal am Beginn, zweimal im Mittelpunkt und einmal am Endpunkt des Intervals

[ti; ti+1] ausgewertet (cf. Abbildung 10). � de�nieren wir als �(ti; ~xi; h) =
1
6
(k1+2k2+2k3+k4).

Somit wird dieses Verfahren folgenderma�en angeschrieben:

~xi+1 = ~xi +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) ; mit

k1 = f(ti; ~xi)

k2 = f(ti +
h
2
; ~xi +

hk1
2
)
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x

ti ti+1

k1

k2

k3

k4

xi+1

Abbildung 10: Runge Kutta Verfahren vierter Stufe.

k3 = f(ti +
h
2
; ~xi +

hk2
2
)

k4 = f(ti + h; ~xi + hk3)

Beim Runge Kutta Verfahren zweiter Stufe ben�otigt man daher eine kleinere Schrittweite

als beim Verfahren vierter Stufe, um eine �ahnliche Genauigkeit zu erreichen. Der Vorteil

beim Algorithmus zweiter Stufe besteht jedoch in der Schnelligkeit der Berechnung der N�ahe-

rungsl�osung. So haben wir auch beim Simulationsmodell f�ur den Metabolismus des Bilirubins

auf dieses Verfahren zur�uck gegri�en, wobei wir als Schrittweite h = 0:005 w�ahlten. Da die

numerischen Verfahren nicht blo� bei linearen, zeitinvarianten Kompartimentmodellen ange-

wendet werden, sondern auch bei nichtlinearen Funktionen eingesetzt werden k�onnen, wird

auch beim Kohlenhydratsto�wechsel, bei dem ein Modell mit nichtlinearen Funktionen sowie

Kontrollfunktionen aufgestellt wird, das Runge Kutta Verfahren zur Berechnung der Systeme

von Di�erentialgleichungen herangezogen.
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3 Identi�kationsmethoden

Bisher ist davon ausgegangen worden, da� ein erstelltes Kompartimentmodell (System von

gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen) gegeben war. H�au�g liegt aber ein solches Modell noch

nicht vor, es mu� erst mithilfe von Me�daten gebildet werden. Das A-Priori-Wissen �uber ein

solches Modell ist oft sehr gro�, in vielen F�allen m�ussen nur noch Parameter durch Messungen

und mithilfe von Identi�kationsmethoden gesch�atzt werden. Ein Beispiel daf�ur ist die Para-

meteridenti�kation bei der Erstellung eines Modells f�ur den radioaktiven Zerfall. Man setzt

beim radioaktiven Zerfall y = e��t an. Man kennt also die physikalischen Gesetze, jedoch

nicht den Parameter �, der die Zerfallsgeschwindigkeit angibt. Bei der Parametersch�atzung

versucht man nun, diesen Parameter � aus gesammelten Daten, die entweder direkt gemessen

werden oder aus fr�uheren Versuchen gewonnen wurden, m�oglichst so zu berechnen, damit mit

der Gleichung y = e��t der Sachverhalt des Radioaktiven Zerfalls eines Sto�es gut dargestellt

werden kann. Hierf�ur werden wir die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Least Square

Modell Fitting) zur Anwendung bringen, wobei wir zwischen Ordinary und Nonlinear Least

Square Model Fitting unterscheiden.

Wir nehmen an, wir haben n unbekannte Parameter � = (�1; �2; : : : ; �n)
T und m Beob-

achtungen oder Versuchsergebnisse y = (y1; y2; : : : ; ym)
T , die in einer funktionalen Beziehung

yt = f(at; �) stehen
2, wobei at = (at1 ; at2 ; : : : ; atn)

T ist und auch beschreibende Variable oder

Regressor genannt wird. Zum Beispiel kann at in der Praxis verschiedene Versuchsbedingungen

darstellen. Um die n unbekannten Parameter bestimmen zu k�onnen, ben�otigt man im allgemei-

nen m � n Versuchsergebnisse. Bei m > n erh�alt man ein �uberbestimmtes Gleichungssystem,

welches im allgemeinen keine L�osung besitzt. Wenn man schon keine exakte L�osung erh�alt,

so will man doch eine m�oglichst gute L�osung, das hei�t, man m�ochte ein � �nden, das den

Ausdruck

S :=

mX
t=1

((yt � f(at; �))
2 (16)

minimiert. Man versucht also die Summe �uber die Quadrate der Abweichungen m�oglichst klein

zu halten. S wird in der Literatur auch mit Residuum bezeichnet.

3.1 Ordinary Least Square Fitting

Hier wird davon ausgegangen, da� f(at; �) linear in � ist, also y = A�, wobei A eine mxn

Matrix ist. Aus Gleichung (16) erh�alt man:

S = (y �A�)T (y �A�)

Wir multiplizieren nun aus und formen diese Gleichung folgenderma�en um:

(y � A�)T (y � A�) = (yT � �TAT )(y � A�) = yT y � yTA� � �TAT y + �TATA� = yT y �

2�TAT y + �TATA� := f(�)

Wenn die partiellen Ableitungen
@f(�)
@�1

existieren, kann eine Bedingung angegeben werden,

2Der Index t steht f�ur die Zeit.

31



damit �1; : : : ; �n das Funktional S = (y �A�)T (y �A�) minimiert. Folglich m�usse gelten:

@S

@�
= (

@S

@�1
;
@S

@�2
; : : : ;

@S

@�n
)T =

@f(�)

@�i
= 0

f�ur i = 1; : : : ; n. F�ur diese Berechnung ziehen wir zwei Resultate aus der Vektorrechnung

mitein, n�amlich (i = 1; : : : ; n)

1.
@(aT �)
@� = @

@�i

nP
j=1

aj�j = a

2.
@(�TA�)

@�
= @

@�i

nP
j=1

nP
k=1

ajk�j�k =
nP

k=1

aik�k +
nP

j=1

aji�j = (A+AT )�

Mit diesen Hilfsergebnissen kann man nun, indem man in 1. aT = AT y und in 2. A = ATA

setzt, schnell ein � �nden, das S minimiert. Es ist

@f(�)

@�
= 2ATA� � 2AT y = 0

Daraus folgen die Normalengleichungen ATA� = AT y und f�ur das
"
optimale\ � erh�alt man

die Formel

� = (ATA)�1AT y (17)

Zur Veranschaulichung werden wir ein kleines Beispiel aus der Mechanik vorrechnen.

Beispiel 12 Wir nehmen an, wir messen von einem sich bewegenden Objekt den Ort s(t) in

Abh�angigkeit von der Zeit und wollen die unbekannten Prameter der Beschleunigung a und

der Geschwindigkeit v bestimmen. Das Modell ist hier si(t) = a + vti und die gemessenen

Werte sind:
ti 0 3 5 8 10

si(t) 2 5 6 9 11

y ist (s1(t); s2(t); : : : ; s5(t))
T = (2; 5; 6; 9; 11)T . Der Parametervektor � ist (a; v)T und

A =

�
1 : : : 1

t1 : : : t5

�T

=

�
1 1 1 1 1

0 3 5 8 10

�T

.

Es wird also das �uberbestimmte Gleichungssystem gel�ost:

�
2 5 6 9 11

�T
�

�
1 1 1 1 1

0 3 5 8 10

�T �
a v

�T
Man erh�alt:

ATA =

�
5 26

26 198

�
und AT y =

�
33

227

�

daher ergibt sich nach Gleichung (17):

� =
�
a v

�T
=

�
5 26

26 198

��1�
33

227

�
=

�
2:01

0:88

�

Somit wird S =
5P

i=1

(si(t)� (a+ vti))
2 bei a = 2:01 und v = 0:88 minimiert.
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Gewichtete Methode der kleinsten Fehlerquadrate Bei der Methode von Ordinary

Least Square Fitting wird jede Messung gleich gewertet. Wir k�onnen aber auch eine Gewich-

tung einf�uhren, wenn wir zum Beispiel einzelne Messungen mehr Bedeutung geben m�ochten.

Diese Gewichtung wird mathematisch durch eine Diagonalmatrix mit den jeweiligen Gewich-

tungswerten in der Hauptdiagonale realisiert, also W = diag(w1; w2; : : : ; wm). Zu minimieren

ist nun

S =

mX
t=1

wt((yt � f(at; �))
2

was im linearen Fall auch mit

S = (y �A�)TW (y �A�)

notiert werden kann. Die Di�erentiation @S
@� und das Nullsetzen @S

@� = 0 ergeben die folgende

Formel f�ur die Gewichtete Methode der kleinsten Fehlerquadrate:

� = (ATWA)�1ATWy (18)

Beispiel 13 Aus [3]. Ein Objekt wird mit einem Radar beobachtet und die Position in Zei-

tintervallen von 0:2 Sekunden gemessen. Nun sollen die Anfangsposition x0, die Anfangsge-

schwindigkeit v0 und die Beschleunigung a bestimmt werden, die im Modell x(t) = x0 + v0t+

at2=2 Eingang �nden. Die Beobachtung �uber das Radar liefert

ti 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

xi(t) 3 59 98 151 218 264

Hier ist � = (x0; v0; a)
T , y = (3; 59; : : : ; 264)T und

A =

0
@ 1 1 : : : 1

0 0:2 : : : 1

0 0:02 : : : 0:5

1
A

T

Au�erdem wird folgende Gewichtung vorgenommen: w3 = w4 = w5 = 1 und w1 = w2 = w6 =

4.

Somit ist

ATW =

0
@ 4 4 1 1 1 4

0 0:8 0:4 0:6 0:8 4

0 0:08 0:08 0:18 0:32 2

1
A

und aus Gleichung (18) bekommt man die Sch�atzung

� =

0
@ 1:5 6:6 2:66

6:6 5:32 2:412

2:66 2:412 1:1428

1
A
�10
@ 1771

1407:4

637:5

1
A =

0
@ 4:59

250

19:0

1
A

Ohne der Gewichtung ergebe � = (4:79; 234; 55:4)T , das hei�t, man bekommt mit dieser Ge-

wichtung eine klare �Anderung f�ur die Sch�atzung von Anfangsgeschwindigkeit v0 und Beschleu-

nigung a.
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Wenn wir die Formel � = (ATA)�1Ay sowie die gewichtete Variante am Computer implemen-

tieren wollen, stellt sich im allgemeinen das Problem, die Inverse der Matrix ATA zu berechnen,

da bei der Gau�schen Eliminationsmethode leicht Rundungsfehler auftreten k�onnen. In der

Praxis wird man daher versuchen, bessere Methoden einzusetzen, um jene inverse Matrix zu

�nden. Hier kann man ausn�utzen, da� ATA spezielle Eigenschaften besitzt, n�amlich ATA ist

symmetrisch und positiv de�nit (yTAy > 0 8y). Eine einfache Methode, das Invertieren zu

erleichtern, ist die CHOLESKY ZERLEGUNG. Bei dieser Faktorisierung zerlegt man ei-

ne positiv de�nite Matrix P in eine untere Dreiecksmatrix und in die Transponierte dieser

unteren Dreiecksmatrix, welche angenehmer zu invertieren sind. Der folgende Satz gibt diesen

Sachverhalt wieder.

Satz 12 (Cholesky Zerlegung) Sei P eine positiv de�nite nxn Matrix. So existiert auch

P�1 und P�1 ist wieder positiv de�nit. Zu P gibt es genau eine untere Dreiecksmatrix L, mit

lij = 0 f�ur j > i und lii > 0, soda�

P = LLT und P�1 = (LT )�1L�1

Beweis: siehe Stoer, Numerische Mathematik 1, 1993, p. 162�

Aus diesem Satz wei� man nun, da� eine solche Zerlegung auÆndbar ist, bleibt nur noch, eine

Formel f�ur die Berechnung der lij zu erhalten. Es gelte (f�ur k = 1; : : : ; j) aij =
P

likljk. Wegen

der Symmetrie m�ussen nur die i � j betrachtet werden. Mit den folgenden Formeln kann man

f�ur j = 1; : : : ; n spaltenweise berechnen:

ljj =
�
ajj �

j�1X
k=1

l2jk

� 1

2

und

lij =
1

ljj

�
aij �

j�1X
k=1

likljk

�

mit j + 1 � i � n.

Somit kann auch (ATA)�1 gut ausgerechnet werden und die Formel f�ur Ordinary Least Square

Fitting angenehm angewendet werden.

3.2 Nonlinear Least Square Fitting

Hier handelt es sich um das Problem, S :=
Pm

t=1((yt� f(at; �))
2 zu minimieren, wobei dieses-

mal f(at; �) nicht mehr linear ist. Die unbekannten Parameter kann man im allgemeinen hier

nicht mehr mit den Normalengleichungen �nden sondern mu� iterative Methoden einsetzen.

Es wird in diesem Kapitel die Methode von Hooke and Jeeves herausgegri�en.

Die Methode von Hooke and Jeeves Diese Methode ben�utzt im Gegensatz zu den Gra-

dientenverfahren eine Direct-Search Strategie und geht auf das Jahr 1961 zur�uck. Es werden

im folgenden die einzelnen Schritte des Verfahrens angegeben und es wird zur einfacheren

Notation f(�j) statt S als die zu minimierende Funktion gesetzt.
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1. W�ahle einen Startpunkt �0 und eine Schrittl�ange hj f�ur jedes �j .

2. F�uhre folgende Untersuchungen am Startpunkt �0 durch:

(i) Werte f(�0) aus

(ii) Berechne f(�0+h1e1), wobei e1 ein Einheitsvektor in �1-Richtung ist. Wenn f(�0+

h1e1) < f(�0) ist, ersetze �0 durch �0 + h1e1. Wenn f(�0 + h1e1) � f(�0) ist,

werte f(�0 � h1e1) aus. Falls nun f(�0 � h1e1) < f(�0) ist, substituiere �0 durch

�0 � h1e1. Nun gehe zu �2 und f�uhre dieselben Ver�anderungen durch, das hei�t,

berechne f(�0+h2e2) usw. Nachdem f�ur alle �j diese Schritte durchgef�uhrt wurden,

erh�alt man einen neuen Ausgangspunkt �1.

(iii) Ist �0 = �1 f�uhre erneut (ii) f�ur �0 durch, jedoch mit einer geringeren Schrittweite,

zum Beispiel mit 0:1 hj.

(iv) Falls �0 6= �1 mache einen Richtungsschritt (Pattern move)

3. F�ur den Richtungsschritt wende folgendes Verfahren an:

(i) Ermittle den n�achsten Ausgangspunkt durch Pi = �i + 2(�i+1 � �i)

(ii) Wende 2. auf den neuen Punkt Pi an.

(iii) Falls nun der kleinste Wert von 3.(ii) kleiner als f(�i+1) ist, hat man einen neuen

Ausgangspunkt �i+2 gefunden und mache einen Richtungsschritt. Ansonsten f�uhre

2. im Ausgangspunkt �i+1 durch.

4. Breche das Verfahren ab, wenn die Schrittl�ange einen vorgegeben Wert unterschritten

hat.

In Abbildung 11 ist ein Flu�diagramm zum Verfahren von Hooke and Jeeves angegeben (nach

[31]).

Bei den Kompartimentmodellen sind die mathematischen Beschreibungen als Di�erentialglei-

chungen gegeben. Um dieses Verfahren anwenden zu k�onnen, m�ussen also die Di�erentialglei-

chungen bei jedem Iterationsschritt zuerst numerisch integrieret werden, au�er die L�osung ist

analytisch bekannt. In der Praxis ist diese numerische Integration der Di�erentialgleichungen

(vgl. Runge Kutta Verfahren) der rechenaufwendigste Teil in der Parametersch�atzung.

Der gro�e Vorteil der Direct Search Methoden gegen�uber den Gradientenverfahren besteht

darin, da� keine Ableitungen berechnet werden m�ussen. Sind die Ableitungen analytisch nicht

bekannt, was bei Kompartimenten h�au�g der Fall ist, die numerisch behandelt werden, mu�

bei einem Gradientenverfahren Rechenzeit in die Approximation der Ableitungen durch �nite

Di�erenzen investiert werden. Deshalb ist f�ur die Kompartimentmodelle, die in dieser Arbeit

noch behandelt werden (Metabolismus des Bilirubin und Kohlenhydratsto�wechsel), die Me-

thode von Hooke and Jeeves zur Minimierung von S =
P
(yt�f(�t))

2 ein eÆzientes Verfahren

und den Gradientenmethoden vorzuziehen.
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Wähle einen Startpunkt 
und eine Schrittlänge Erste Koordinate

Führe Untersuchung der
Funktion durch

Erhöhe Koordinate 
um die Schrittlänge

Ist der
aktuelle Wert kleiner als der

am Ausgangspkt 
Funktionswert 
verkleinert 

Funktionswert 
verkleinert 

Ist der
aktuelle Wert kleiner als der

am Ausgangspkt 

Sind
alle Koordinaten verändert

worden 

Setze neuen
Ausgangspunkt

Erniedrige Koordinate
um die Schrittlänge

Mache einen
Richtungsschritt

Führe Untersuchung der
Funktion durch

Behalte ursprüngliche
Koordinate

Stop

Veringere die 
Schrittlänge

Ist die 
Schrittlänge klein

genug

Ja Nein

Nein

Nein

Ja

Nein

Ja

Nehme nächste
Koordinate

Speicher neue 
Koordinaten,neuen
Funktionswert

Nein

Stop

Ja

Ja

Nein

Ja

Abbildung 11: Flu�diagramm zum Verfahren von Hooke and Jeeves.
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4 Metabolismus des Bilirubins

4.1 Einleitung

Einer der Hauptbestandteile der Galle (Verdauungsfunktion) ist neben Steroidhormonen,

Gallens�aure, Cholesterin, Lezithin, Wasser und Elektrolyte auch Bilirubin (bilis Galle, ru-

ber rot), ein gelbbrauner Farbsto�, der beim Abbau des H�amoglobins (Hb, sauersto�- und

kohles�aureh�altiger Farbsto� der roten Blutk�orperchen) entsteht. Die physiologisch wichtigste

Funktion des H�amoglobins ist die Bindung von Sauersto� und dessen Transport im Blut.

1 mol Hb bindet bei voller O2-S�attigung 4 mol O2, das entspricht 4�22:4 l. 1 g Hb kann daher

bis zu 1:38 ml O2 transportieren. Bei einer normalen H�amoglobinkonzentration von 150 g=l

kann daher ein maximaler O2-Gehalt des Blutes von 0:207 l=l oder 9:24 mmol=l entstehen.

Man spricht dann von der O2-Kapazit�at.

Der Abbau des H�amoglobins �ndet in den Kup�erschen Zellen der Leber, in den Makrophagen

+

G
alle-

kanälchen

Leberzelle

kon-
jugiertes
Bilirubin

Glukuronyl-
transferase

UDP-
Glukuron-

säure

GlukoseUTP

BilirubinBilirubin

Albumin

Albumin

Blut

Abbildung 12: Bilirubinkonjugierung in der Leber [18]

.

des reticuloendothelialen Systems (RES), im Knochenmark und in der Milz statt. Zuerst ent-

steht als Zwischenstufe das gr�une Biliverdin, der erste chemisch de�nierte Gallenfarbsto�. Erst

dann bildet sich nach der Reduktion des Biliverdins das gelbe Bilirubin. Aus 1 g H�amoglobin

gehen 35 mg Bilirubin hervor. In diesem Stadium ist das Bilirubin schlecht wasserl�oslich und

mu� daher im Blutserum an Albumin (2 mol Bilirubin=1 mol Albumin) gebunden werden. In

dieser Form wird es auch als indirektes Bilirubin bezeichnet. Das Albumin-gebundene Bilirubin

wird dann zu der Leber transportiert, jedoch ohne das Albumin in die Leberzelle aufgenom-

men. In der Leberzelle wird das Bilirubin mit zwei Molek�ulen UDP-Glucurons�aure konjugiert,

die unter Verwendung von Glukose, Adenosintriphosphat (ATP) und Uridintriphosphat (UTP)

mittels Glucuronyltransferase gebildet werden. Das daraus entstandene Bilirubindiglucuronid

(oder direktes3 Bilirubin) ist wasserl�oslich und kann durch aktiven Transport �uber die Galle

3Die Bezeichnungen
"
direktes\ und

"
indirektes\ Bilirubin entstanden durch Nachweismethoden, denn bei Bi-

lirubindiglucuronid konnte sofort mit Sulfanils�aure eine Rotf�arbung festgestellt werden, w�ahrend beim Albumin-
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ausgeschieden werden, es bilden sich die Gallenfarbsto�e (Siehe Abbildung 12).

Anhand der Werte des Hb-Abbaus (ca. 6:5 g=24 h) betr�agt die t�agliche Bilirubinausscheidung

ungef�ahr 220 mg. Jedoch werden ca. 15 Prozent in unkonjugierter Form aus dem Darm wieder

resorbiert und der Leber zur�uck gef�uhrt, das hei�t, es besteht ein enterohepatischer Kreislauf.

In Leber und Galle wird ein Teil des Bilirubins zu Urubilinogen umgesetzt, und im Darm wer-

den die Gallenfarbsto�e durch die Darmbakterien zu Sterkobilinogen abgebaut. Uribilinogen

und Sterkobilinogen sind farblos. Nach teilweiser Oxidation dieser Abbauprodukte entstehen

Urubilin und Sterkobilin, die Hauptausscheidungsprodukte der Gallenfarbsto�e.
�Ubersteigt der Bilirubingehalt einen Normwert von ca. 18 mg=l, f�arbt sich zuerst die Au-

genbindehaut gelb, sp�ater tritt durch Einlagerung von Bilirubin auch eine Gelbf�arbung der

Haut ein. Es kommt zur Gelbsucht oder Ikterus. F�ur dieses Krankheitsbild bestehen im we-

sentlichen drei Gruppen von Ursachen, n�amlich pr�ahepatischer, intrahepatischer und posthepa-

tischer Ikterus. Beim pr�ahepatischen Ikterus entsteht ein vermehrter Anfall von Bilirubin, der

durch verst�arkte H�amolyse (Abbau und Zerst�orung der Erythrozyten) oder durch fehlerhafter

Erythrozytenbildung erzeugt wird, soda� die Leber das vermehrte Angebot nicht verarbeiten

kann. Stauung von Bilirubin durch Verschlu� der ableitenden Gallenwege (zum Beispiel durch

Gallensteine) f�uhrt zum posthepatischen Ikterus. Leberzellsch�aden verursachen den intrahepa-

tischen Ikterus. Auch beim menschlichen Neugeborenen kann eine Konjugationsst�orung infolge

eines unreifen Glukuronylierungssystems einen Ikterus, dem Neugeborenen- oder Konjugati-

onsikterus, ergeben. Ebenfalls f�uhrt ein totales Fehlen (Crigler-Najjar Syndrom) oder ein Man-

gel (Gilbertsches Syndrom) an Glukuronyltransferase zu dieser Ursache f�ur Gelbsucht. Diese

zwei pathologische Sachverhalte werden auch in der Modellbildung des Bilirubinsto�wechsels

genauer behandelt.

4.2 Modellbildung

Es werden drei Modelle f�ur den Metabolismus des Bilirubins vorgestellt und behandelt, n�amlich

ein Zwei-, Drei- und ein Sechs-Kompartimentmodell. Alle drei Systeme sind lineare, zeitin-

variante Kompartimentmodelle, wie sie im Kapitel zwei analysiert wurden. Mit dem Zwei-

Kompartimentmodell untersuchten wir nur den Fall des Normalgesunden, w�ahrend wir mit

dem Drei-Kompartimentmodell auch die pathologischen Situationen eines Gilbertschen so wie

eines Crigler-Najjar Syndroms simulierten. Das Modell mit sechs Kompartimenten (plus f�unf

Kompartimente als Funktion einer Verz�ogerung) basiert auf Untersuchungen an Ratten4 und

kann mit den zwei anderen Modellen quantitativ nicht verglichen werden. Im folgenden werden

die einzelnen Modelle n�aher betrachtet und es werden auch genaue mathematische Beschrei-

bungen (gew�ohnliche Di�erentialgleichungen) gegeben.

Zwei-Kompartimentmodell [10] In diesem Modell werden zwei Kompartimente ber�uck-

sichtigt, das unkonjugierte Bilirubin zum einen im Plasma (Kompartiment 1) zum anderen in

der Leber (Kompartiment 2). Das konjugierte Bilirubin wird hier nicht untersucht. Ein Input

u(t) existiert am Kompartiment 1, ein Output ist von Kompartiment 2 gegeben, w�ahrend

zwischen den beiden Kompartimenten ein gegenseitiger Austausch von Materie besteht. Die

gebundenen Bilirubin erst Alkohol zugesetzt werden mu�te.
4Gollan et al., 1981
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beobachtete Variable ist y, die die Konzentration des indirekten Bilirubins im Plasma darstellt

(cf. Abbildung 13). Die mathematische Beschreibung f�ur dieses System l�a�t sich folgenderma-

k02

k21

k12

u

Plasma

1

Leber

2

y

Unkonjugiertes
Bilirubin

Abbildung 13: Zwei-Kompartimentmodell des Bilirubinsto�wechsels.

�en formulieren. Mit x1, x2 werden die jeweiligen Massen der Kompartimente bezeichnet,

_x1(t) :=
d
dtx1(t), _x2(t) :=

d
dtx2(t).

_x1(t) = �k21x1(t) + k12x2(t) + u(t)

_x2(t) = �(k12 + k02)x2(t) + k21x1(t)

y(t) = x1(t)=V1(t)

Die kij sind die TransferkoeÆzienten und sind konstant, V1 ist das Verteilungsvolumen (volume

of distribution) des Plasma und wurde mit 45:6 ml angegeben [4].

Drei-Kompartimentmodell [10, 4] Bei diesem System wurde zu den zwei Kompartimen-

ten des vorigen Modells noch ein drittes hinzugef�ugt, ein Kompartiment f�ur das Extravascul�are

Gewebe. Dieses dritte Kompartiment steht in keiner Interaktion mit dem zweiten Komparti-

ment, soda� man eine Struktur eines Mammillary Systems, mit dem Plasma als Zentralkom-

partiment, vor�ndet (siehe Abbildung 14). Ein Beispiel f�ur ein solches Mammillary Sytem ist

schon schon im Abschnitt �uber die linearen, zeitinvarianten Kompartimentmodelle analysiert

worden. Die mathematische Realisierung mit den obigen Bezeichnungen lautet:

_x1(t) = �(k21 + k31)x1(t) + k12x2(t) + k13x3(t) + u(t)

_x2(t) = �(k12 + k02)x2(t) + k21x1(t)

_x3(t) = �k13x3(t) + k31x1(t)

y(t) = x1(t)=V1(t)

Wobei die kij wieder die TransferkoeÆzienten und V1 wieder das Verteilungsvolumen des Plas-

ma sind.

Weiters werden f�ur das Drei- Kompartimentmodell zwei Unterscheidungen getro�en, n�amlich

zwischen einem Normalgesunden oder Menschen mit dem Gilbertschen Syndrom und einem

Patienten mit dem Crigler-Najjar Syndrom. W�ahrend beim Normalgesunden oder bei einem
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k13

k21

k12

Extravasculäres
Gewebe

3

u
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1
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2

y
Unkonjugiertes
Bilirubin

Abbildung 14: Drei-Kompartimentmodell beim Normalgesunden und bei einem Patienten mit

dem Gilbertschen Syndrom

Patienten mit Gilbertschen Syndrom eine Konjugierung �uber die Leber erfolgt (realisiert durch

k02), werden im Modell f�ur den Menschen mit dem Crigler-Najjar Syndrom die Transferkoef-

�zienten k03 und k01 eingef�uhrt und k02 Null gesetzt (vgl. Abbildung 15).

Somit erh�alt man folgende Modi�kation der Di�erentialgleichungen:

k01k03

k31

k13

k21

k12

Extravasculäres
Gewebe

3

u

Plasma

1

Leber

2

y

Unkonjugiertes
Bilirubin

Keine Konjugierung des 
Bilirubin aufgrund eines 
totalen Fehlens an
Glukuronyltransferase

Crigler-Najjar-Syndrom

Abbildung 15: Modi�ziertes Drei-Kompartimentmodell f�ur einen Patienten mit dem Crigler-

Najjar Syndrom

_x1(t) = �(k21 + k31 + k01)x1(t) + k12x2(t) + k13x3(t) + u(t)

_x2(t) = �k12x2(t) + k21x1(t)

_x3(t) = �(k13 + k03)x3(t) + k31x1(t)

y(t) = x1(t)=V1(t)

Die Werte der einzelnen TransferkoeÆzienten beim Normalgesunden, bei einem Menschen mit

dem Gilbertschen oder einem Crigler-Najjar Syndrom werden am Ende des Kapitels aufgeli-

stet. Auch die Anfangsmassen der jeweiligen Kompartimente geben wir an, wobei wir uns auf
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Angaben in der Literatur beriefen. Nur beim Drei- Kompartimentmodell f�ur den Patienten

mit dem Crigler-Najjar Syndrom variierten wir die TransferkoeÆzienten, indem wir k02 und

k03 Null setzten und f�ur k01 den h�ochsten Wert des in der Literatur angegebenen, m�oglichen

Wertebereichs nahmen.

Sechskompartimentmodell [4] Dieses Modell ber�ucksichtigt auch das konjugierte Biliru-

bin. F�ur das unkonjugierte Bilirubin werden Kompartimente f�ur Plasma, Leber und f�ur das

Extravscul�are Gewebe de�niert. Beim konjugierten Bilirubin wurden Kompartimente f�ur Plas-

ma und Extravascul�ares Gewebe, f�ur die Leber so wie f�ur die Galle postuliert. Verbunden sind

diese zwei Teilsysteme durch den Massen
u� vom unkonjugierten Bilirubin zum konjugierten

Bilirubin in der Leber, ausgedr�uckt durch den TransferkoeÆzienten k54. Zus�atzlich wurde eine

Verz�ogerung zwischen dem Kompartiment 5 (konjugiertes Bilirubin in der Leber) und dem

Kompartiment 6 (konjugiertes Bilirubin in der Galle) eingebaut. Diese Verz�ogerung wurde

durch ein Teilsystem von f�unf Kompartimenten modelliert, das die Struktur eines Catena-

ry Sytems bezieht. Mit dem TransferkoeÆzienten k06 berechneten wir die Ausscheidung des

konjugierten Bilirubins �uber die Galle. Au�erdem werden die Konzentrationen des unkonju-

gierten Bilirubins im Plasma (y1), die Konzentration des konjugierten Bilirubins im Plasma

und Extravascul�arem Gewebe (y2) so wie die Ausscheidung durch die Galle (y4) beobachtet.

In Abbildung 16 ist dies graphisch veranschaulicht. Die Gleichungen f�ur dieses System sind

(xi...Massen, di...Verz�ogerungen, Vi...Verteillungsvolumen):

_x1(t) = �(k21 + k31)x1(t) + k12x2(t) + k13x3(t) + u(t)

_x2(t) = �(k12 + k52)x2(t) + k21x1(t)

_x3(t) = �k13x3(t) + k31x1(t)

_x4(t) = �k54x4(t) + k45x5(t)

_x5(t) = �(k45 + kd5)x5(t) + k52x2(t) + k54x4(t)
_d1(t) = �kvd1(t) + kd5x5(t)
_d2(t) = �kvd2(t) + kvd1(t)
_d3(t) = �kvd3(t) + kvd2(t)
_d4(t) = �kvd4(t) + kvd3(t)
_d5(t) = �kvd5(t) + kvd4(t)

_x6(t) = �k06x6(t) + kvd5(t)

y1(t) = x1(t)=V1(t)

y2(t) = x4(t)=V4(t)

y4(t) = x6(t)

Die numerischen Werte werden wieder am Ende des Abschnitts �uber den Metabolismus des

Bilirubins angegeben. Eine Alternative f�ur die Koppelung der zwei Teilsysteme (unkonjugiertes

und konjugiertes Bilirubin) besteht darin, eine Verbindung zwischen Kompartiment 4 und 1

einzubauen, das hei�t, eine Dekonjugierung im Plasma statt�nden zu lassen. Es ergeben sich

dann die abge�anderten Formeln:

_x1(t) = �(k21 + k31)x1(t) + k12x2(t) + k13x3(t) + k14x4(t) + u(t)

_x4(t) = �(k54 + k14)x4(t) + k45x5(t)
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Wir f�uhrten bei der Simulation allerdings diese Modi�kation nicht durch, weil eine Dekonju-

gierung (enterohepatischer Kreislauf) im Darm statt�ndet.

k54

k31

k13

k21

k54

k45

k12

Extravasculäres
Gewebe

3

u

Plasma und
Extravasculäres

Gewebe
4

Plasma

1

Leber

2

Leber

5

y1

y2 y4

Unkonjugiertes
Bilirubin

Konjugiertes
Bilirubin

Galle

6

kd5 kv kv

k06

d1 d5

Verzögerung

Abbildung 16: Sechs-Kompartimentmodell des Bilirubinsto�wechsels.

4.3 Simulationsergebnisse und Vergleiche

Wir programmierten die Modelle in der Simulationssprache ACSL (Advanced Continious Si-

mulation Language). Die Simulationszeit legten wir mit 30 Stunden fest, betrachteten aber

beim Vergleich zwischen Zwei- und Drei- Kompartimenten mit gemessenen Daten das Zeitin-

tervall [0; 240] gesondert. Die Anfangsmasse des unkonjugierten Bilirubins im Plasma setzten

wir auf 13 mg, f�ur die Kompartimente der Leber und des Extravascul�aren Gewebes belegten

wir die Werte f�ur die Anfangsmassen mit 0 mg. Das Verteilungsvolumen V1 des Plasma war

45:6 ml und blieb w�ahrend der Simulationszeit konstant. Den Testinput u(t) programmierten

wir mit dem ACSL- Befehl PULSE, wobei als Anfangszeitpunkt der Simulationsbeginn (t = 0)

und die Impulsdauer 1 sec gew�ahlt wurden. Das entspricht einer Injektion von markierten Bi-

lirubin von 1 mg, die zum Zeitpunkt t = 0 eine Sekunde verabreicht wird. Mathematisch kann

der Impuls durch die Diracsche Deltafunktion Æ(t) modelliert werden. Beim numerischen Al-

gorithmus zur L�osung von den Di�erentialgleichungen entschieden wir uns f�ur das Verfahren

von Runge Kutta zweiter Stufe.

Zwei- vs. Drei- Kompartimentmodell Wir verglichen die Unterschiede zwischen diesen

beidenModellen im Fall eines Normlagesunden. Zur Veri�kation dieser zwei Systeme ben�utzten

wir gesammelte Daten5 von Konzentrationen des unkonjugierten Bilirubins im Plasma, die

aus Messungen an 13 gesunden Personen im Alter zwischen 21 und 24 Jahren gewonnen

5Cobelli, Ruggeri, (Evaluation of alternative model structure of metabolic systems ..., 1982) verweisen auf

Berk et al., 1969.
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wurden. Abbildung 17 zeigt das Ergebnis f�ur das Zeitintervall (in Minuten) [0; 240] beim

Drei- Kompartimentmodell. Die gr�o�te Abweichung von den Messungen tritt zum Zeitpunkt

K
on

ze
nt

ra
tio

n 
(m

g 
/ m

l) 
de

s 
un

ko
nj

ug
ie

rt
en

 B
ili

ru
bi

ns
 im

 P
la

sm
a

Zeit  ( t )

.... Gemessene Daten
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Injektion von markiertem Bilirubin
( 1 mg , 1 Minute)

Abbildung 17: Simulationsergebnisse f�ur das Drei-Kompartimentmodell mit Werten f�ur den

Normalgesunden im Zeitraum von vier Stunden.

t = 90 auf und betr�agt 0:0081 mg=ml. (Bei t = 10 ist der Fehler noch gr�o�er (0:0141 mg=ml),

d�urfte aber auf unsere Wahl des Impulses zur�uck zu f�uhren sein, in der Literatur konnten wir

diesbez�uglich keine Angabe �nden.) F�ur gr�o�ere t nimmt die Abweichung ab und stimmt f�ur

t = 1620 und t = 1800 sogar mit der Messung �uberein.

Beim Zwei- Kompartimentmodell, bei dem das Extravascul�are Gewebe au�er acht gelas-

sen wurde, wir aber die TransferkoeÆzienten unver�andert lie�en, sind die Werte des Simu-

lationskurve deutlich h�oher als die Originaldaten. Hier betr�agt die maximale Abweichung

0:0163 mg=ml zum Zeitpunkt t = 70 (cf. Abbildung 18). Ab t � 500 f�allt die Kurve stark un-

ter die angegeben Werte, soda� dieses Modell ab jenem Zeitpunkt keine zuverl�a�lichen Zahlen

liefert.

Den numerischen Unterschied in den Konzentrationsverl�aufen des unkonjugierten Biliru-

bins im Plasma zwischen dem Zwei- und Drei- Kompartimentmodell �uber die gesamte Simula-

tionszeit (1800 Minuten) ist in Abbildung 19 dokumentiert. Positive Werte signalisieren h�ohere

Konzentrationen beim Zwei- Kompartimentmodell als beim Drei- Kompartimentmodell. Bei

negativen Werten hingegen waren die numerischen Auswertungen beim Drei- Kompartiment-

modell h�oher. Aus dieser Kurve ist auch ersichtlich, da� beim Zwei- Kompartimentmodell ca.

ab dem Zeitpunkt t = 500 ein starker Abstieg der Konzentration erfolgt, der jedoch nicht mit

dem experimentell gefundenen Sachverhalt �ubereinstimmt. Die Tabelle 20 listet die gemesse-

nen so wie die berechneten Werte gesammelt auf.

Abschlie�end kann festgehalten werden, da� mit dem Einbeziehen eines Kompartiments

f�ur das Extravascul�are Gewebe eine Steigerung in der Genauigkeit erreicht werden konnte

und somit konnte der Konzentrationsverlauf des unkonjugierten Bilirubins besser dargestellt
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Abbildung 18: Simulationsergebnisse f�ur das Zwei-Kompartimentmodell mit Werten f�ur den

Normalgesunden im Zeitraum von vier Stunden.
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Abbildung 19: Unterschied in den Konzentrationsverl�aufen des unkonjugierten Bilirubins im

Plasma zwischen den Zwei- und dem Drei- Kompartimentmodell.

werden. Dieses Drei- Kompartimentmodell benutzten wir deshalb auch f�ur die Simulation bei

pathologischen Erscheinungsformen wie das Gilbertsche und das Crigler-Najjar Syndrom.

Pathologische Situationen beim Bilirubinsto�wechsel Mithilfe des Drei- Komparti-

mentmodells untersuchten wir die pathologischen F�alle eines Gilbertschen und eines Crigler-

Najjar Syndroms. W�ahrend wir beim Gilbertschen Syndrom das Modell f�ur den Normalgesun-

den beibehielten, �anderten wir das System f�ur die Situation bei einem Crigler-Najjar Syndrom,

indem wir dei TransferkoeÆzienten k01 und k03 einf�uhrten (vgl. Abbildungen 14 + 15). Die

restlichen TransferkoeÆzienten sowohl beim Normalgesunden als auch in den pathologischen
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Zeit (min) gemessene Daten 2-Komp.modell 3-Komp.modell

10 0.2590 0.2460 0.2349

20 0.1881 0.2000 0.1826

30 0.1492 0.1652 0.1446

40 0.1119 0.1385 0.1167

50 0.0987 0.1179 0.0959

60 0.0871 0.1016 0.0803

70 0.0724 0.0887 0.0683

90 0.0597 0.0696 0.0516

135 0.0353 0.0445 0.0318

150 0.0285 0.0390 0.0278

165 0.0254 0.0344 0.0246

180 0.0208 0.0304 0.0218

210 0.0185 0.0239 0.0175

225 0.0172 0.0212 0.0159

240 0.0168 0.0189 0.0144

300 0.0116 0.0118 0.0102

360 0.0085 0.0074 0.0077

540 0.0051 0.0018 0.0045

900 0.0027 0.0001 0.0026

1620 0.0011 � 0 0.0011

1800 0.0008 � 0 0.0008

Abbildung 20: Tabelle mit gemessenen und berechneten Werte des unkonjugierten Bilirubins

im Plasma

F�allen entnahmen wir der Literatur. Diese kij sind mittels Identi�kationsmethoden erstellt

worden und k�onnen daher eine pathologische Situation anzeigen. Denn vergleicht man die

TransferkoeÆzienten eines gesunden Menschen mit denen eines Patienten mit dem Gilbert-

schen Syndrom, kann festgestellt werden, da� k21 (Aufnahme der Leber) und k02 (Konjugation)

wesentlich voneinander abwichen. Bei einem Menschen mit Gilbertschen Syndrom betrugen

die Werte nur 40 bzw. 50 Prozent der Werte beim Normalgesunden. Auch der Massen
u� k31
vom Plasma in das Extravascul�are Gewebe war bei den Untersuchungen an Menschen, die

unter dem Gilbertschen Syndrom leiden, wesentlich geringer (0:0047 und 0:0016). Die Kon-

stanten k12 und k13 wiesen hingegen keinen signi�kanten Unterschied auf, daher lie�en wir sie

bei der Simulation unver�andert. Die Konzentrationsverl�aufe des unkonugierten Bilirubins im

Plasma bei den einzelnen Gruppen sind in der Abbildung 21 graphisch veranschaulicht. Aus

diesem Diagramm ersieht man deutlich die defekte Konjugation des Bilirubins bei den zwei

Syndromen, die eine Anh�aufung vom nicht-entgifteten Bilirubin zufolge hat. Die Konzentra-

tionsunterschiede zwischen einem gesunden Menschen und einem Patienten mit fehlerhafter

Konjugierung sind ebenfalls in dieser Abbildung 21 aufgezeichnet. Die positiven Werte be-

deuten, da� die Konzentrationen in den pathologischen F�allen h�oher sind als im Normalfall.

Weiters wurden die Bilirubinmassen der einzelnen Kompartimente berechnet, wobei nur beim

Plasma einen Anfangswert von 13 mg gesetzt wurde, w�ahrend wir f�ur die Leber und f�ur das
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Abbildung 21: (a) Konzentrationsverl�aufe des unkonjugierten Bilirubins im Plasma bei einem

Normalgesunden, einem Patienten mit dem Gilbertschen Syndrom und einem Menschen mit

dem Crigler-Najjar Syndrom, (b) Unterschiede in den Plasmakonzentrationen.

Extravascul�are Gewebe bei 0 mg starteten. Die Abbildungen 22 + 23 listen diese Ergebnisse

auf. Zu beobachten ist, da� die Bilirubinmasse des Extravascul�arem Gewebes nur beim Pati-

enten mit dem Crigler-Najjar Syndrom die Masse in der Leber �ubersteigt. Hingegen ist dies

bei den anderen Gruppen nicht der Fall.

Au�erdem interessierte uns noch die Menge an indirekten Bilirubin, die in der Leberzelle

konjugiert wird. Abbildung 24 verdeutlicht klar, da� das Modell f�ur den Menschen mit dem

Gilbertschen Syndrom bedeutend weniger Masse kalkuliert, was auch der Realit�at entspricht.

Zusammenfassend kann berichtet werden, da� dieses Drei- Kompartimentmodell die ge-

sunden von den pathologischen Erscheinungsbildern deutlich trennt und einen Einblick in die

Krankheitsformen gibt. Anhand von Messungen von Bilirubinkonzentrationen im Plasma aus

der Literatur wurde Modell im Falle eines Normalgesunden validiert und es wurden geringe

Abweichungen (bis 0:0081 mg=ml) festgestellt.

Simulationsergebnisse beim Sechs- Kompartimentmodell Die TransferkoeÆzienten

wurden aufgrund von Me�daten bestimmt, die aus Untersuchungen an Ratten vollzogen wur-

den. Ein Vergleich dieses Modells mit dem Drei- Kompartimentmodell bietet sich daher nicht

an. Daf�ur beobachteten wir das Verh�altnis von konjugiertem und unkonjugiertem Bilirubin in

den jeweiligen Kompartimenten so wie schlie�lich die Menge in der Galle, die letztendlich zur

Ausgescheidung gelangt (cf. Abbildung 25). Eine zus�atzliche Erkenntnis �uber das Verhalten

in den pathologischen F�allen k�onnen wir nicht gewinnen, da nur das unkonjugierte Bilirubin

daf�ur verantwortlich ist.
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Abbildung 22: Bilirubinmasse im Plasma, in der Leber und im Extravascul�arem Gewebe beim

Drei- Kompartimentmodell (Normalgesunder und Patient mit dem Gilbertschen Syndrom).
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Abbildung 23: Bilirubinmasse im Plasma, in der Leber und im Extravascul�arem Gewebe beim

Drei- Kompartimentmodell (Normalgesunder und Patient mit dem Crigler-Najjar-Syndrom).
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Abbildung 24: Bilirubinmasse in der Leber, die konjugiert wird (beim Drei- Kompartiment-

modell).
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Abbildung 25: Bilirubinmasse (konjugiert und unkonjugiert) im Plasma, in der Leber und in

der Galle (beim Sechs- Kompartimentmodell).

k12 k13 k21 k31 k02 V1(ml) x1(0) (mg)

Normalgesunder 0.0065 0.0017 0.023 0.0047 0.011 45.6 13

Gilbertsches Syndrom 0.0065 0.0017 0.0097 0.0016 0.0052 45.6 13

Abbildung 26: Parameter beim Drei- Kompartimentmodell f�ur den Normalgesunden und f�ur

einen Menschen mit dem Gilbertschen Syndrom
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k12 k13 k21 k31 k01 k03

0.118 0.00433 0.0386 0.00283 0.00028 0

Abbildung 27: Parameter beim Drei- Kompartimentmodell f�ur einen Patienten mit dem

Crigler-Najjar Syndrom.

k21 = 0:278 k54 = 0:001 k31 = 0:113

k12 = 0:294 kd = 0:57 k06 = 0:011

k45 = 0:102 k13 = 0:198 kd5 = 0:415

V1 = 17 ml k52 = 1:200 V4 = 166 ml

Abbildung 28: Parameter f�ur das Sechs- Kompartimentmodell.
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5 Kohlenhydratsto�wechsel

Als n�achste Anwendung von Kompartimentmodellen wird die Regulierung des Kohlenhydrat-

sto�wechsels untersucht. Nach einf�uhrenden Bemerkungen �uber den Kohlenhydratsto�wechsel

[18, 19, 20, 26] werden vier Modelle beschrieben und es werden Simulationsstudien durch-

gef�uhrt, wobei die Konzentrationsverl�aufe von Glukose, Insulin und Glukagon unter verschie-

denen Simulationsbedingungen in Diagrammform pr�asentiert werden.

5.1 Einleitung

Beim Kohlenhydratsto�wechsel kommt der Glukose eine zentrale Bedeutung als Energietr�ager

zu, da alle Organe des menschliche K�orpers mit Glukose ausreichend versorgt werden m�ussen.

Im Falle unzureichender Versorgung ist die Funktion der Organe nicht mehr gew�ahrleistet. Die

Glukose geh�ort zu den Monosacchariden (Einfachzucker) und wird innerhalb der Monosacche-

riden unter den Hexosen (Anzahl der C-Atome ist 6) eingereiht. Wie bereits erw�ahnt, ist die

Glukose der zentrale Energietr�ager des menschlichen Sto�wechsels, weshalb die Blut-Glukose-

Konzentration (Blutzuckerspiegel) im Mittelpunkt des Kohlenhydratsto�wechsels steht. Der

Blutzuckerspiegel wird im wesentlichen durch den Verbrauch, durch Zufuhr und durch die

Bildung von Glukose bestimmt. Als globaler Kohlenhydratspeicher dient die Leber. Dort wird

die Glukose als Glykogen, ein Polysaccherid, abgespeichert. Auch in den Muskeln k�onnen Koh-

lenhydrate gespeichert werden, allerdings nur f�ur den lokalen Gebrauch.

Von besonderem Interesse sind die Sto�wechselwege der Glukose, n�amlich die Glykolyse,

die Glukoneogenese, die Glykogenese und die Glykogenolyse. Zun�achst wird die Glukose in

Glukose-6-phosphat �uberf�uhrt, das eine der Schl�usselsubstanzen im Sto�wechsel der Glukose

darstellt. Hier teilen sich die Wege, wie es in Abbildung 29 gezeigt wird. Zwei Enzyme sind

Glukose

Glukose
- 6 -

phosphat
Glykogen

Glykogenese

Glykogenolyse

Glukoneogenese

Glykolyse

Laktat

Abbildung 29: Sto�wechselwege der Glukose.

zun�achst f�ur die Phosphorylierung der Glukose zu Glukose-6-phosphat verantwortlich, n�amlich

Hexokinase und Glukokinase. Hexokinase wirkt auf alle Hexosen und weist eine sehr hohe Ak-

tivit�at auf. Glukokinase hat eine geringere Aktivit�at als Hexokinase und ist vor allem in der

Leber vorhanden. Die Enzymaktivit�at der Glukokinase wird durch das Insulin beein
u�t, so-

mit ist diese Reaktion die erste Regelungsm�oglichkeit der Glykolyse (siehe unten), weil das

Reaktionsprodukt Glukose-6-phosphat nicht die Glukokinase (im Gegensatz zur Hexokinase)

hemmt.
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Unter Glykolyse versteht man den anaeroben Abbau der Glukose zu Laktat sowie die aerobe

Glukoseverbrennung. DieGlukoneogenese ist im wesentlichen die Umkehrung der Glykolyse,

das hei�t die Neubildung von Glukose aus Nichtkohlenhydraten wie zum Beispiel aus Laktat

und �ndet in der Leber und in der Niere statt. Das Enzym, das f�ur die Reaktion von Glukose-

6-phosphat zu Glukose verantwortlich ist, hei�t Glukose-6-phosphatase und stellt somit den

Gegenspieler zur Hexokinase dar. Insulin hemmt dieses Enzym, soda� der K�orper bei ausrei-

chender Kohlenhydratzufuhr die Glukoneogenese fast v�ollig einstellt. Bei der Krankheitsform

Diabetes mellitus (Zuckerkrankheit) fehlt jedoch diese Hemmung und es kommt trotz erh�ohter

Blutglukosekonzentration zu einer gesteigerten Gluconeogenese.

Unter Glykogenese versteht man die Glykogenbildung aus Glukose, wobei das Glykogen nur

in der Leber (bis zu 10% des Gewichtes) und im Muskel (1% des Gewichtes) in gr�o�eren Men-

gen gespeichert wird. Als Glykogenolyse bezeichnet man die Umkehrung der Glykogenese,

also den Glykogenabbau zu Glukose.

Die Glukosekonzentration im Blut wird im wesentlichen durch die Hormone Insulin und

Glukagon reguliert. Aber auch Adrenalin und Wachstumshormone �uben Ein
u� auf den Glu-

kosesto�wechsel aus.

Insulin ist das einzige glukosesenkende Hormon, es wird in den B-Zellen der Langerhansschen

Inseln im Pankreas gebildet. Hauptreiz f�ur die Insulinaussch�uttung ist ein erh�ohter Blutzucker-

spiegel. Insulin �ubt einen Ein
u� auf den Metabolismus der Glukose in mehrfacher Hinsicht

aus. Durch Aktivierung und Neubildung von Schl�usselenzymen der Glykolyse (Glukokinase)

bewirkt Insulin einen Abbau der Glukose und somit eine Senkung des Blutzuckerspiegels.

Weiters erreicht Insulin durch den erh�ohten Pegel an Glukose-6-phosphat eine Steigerung der

Glykogenese und tr�agt daher folglich zu einer Zunahme von Glykogen bei. Schlie�lich hemmt

Insulin noch die Schl�usselenzyme der Glukoneogenese (Glukose-6-phosphatase). Beim Diabetes

mellitus liegt eine ungen�ugende, gest�orte Insulinwirkung vor. Bei einer Steigerung des Blut-

zuckerspiegels steht nicht gen�ugend Insulin zur Verf�ugung, wodurch die Glukose vermindert

von der Leber aufgenommen wird, um als Glykogen gespeichert zu werden. Folglich kommt es

auch nicht zu einer Senkung der Blutglukosekonzentration.

Glukagon wird in den A-Zellen der Langerhansschen Inseln im Pankreas gebildet und wirkt

antagonistisch zum Insulin. Der Reiz f�ur die Glukagonaussch�uttung ist ein erniedrigter Blut-

zuckerspiegel. Durch Hemmung der Glykolyse, durch Erh�ohen des Glykogenabbaus und durch

die F�orderung der Glukoneogenese in der Leber erreicht Glukagon eine Steigerung vom Blut-

zuckerspiegel. Auch das Adrenalin ist am Anstieg der Blutglukosekonzentration beteiligt,

indem es die Glykogenolyse in Leber und Muskel erh�oht.

Die Normwerte f�ur die Blutglukosekonzentration liegen zwischen 65 und 100 mg/100ml

(entspricht 3.6-5.6 mmol/l)6, f�ur Insulin zwischen 8 und 24 mU/l (50-172 pmol/l) und f�ur

Glukagon zwischen 50 und 250 mg/l (14-83 pmol/l).

Die Regelungsvorg�ange im Kohlenhydratsto�wechsel werden noch genauer bei der Beschrei-

bung der Kompartimentmodelle erkl�art.

6nach D. Seidel, H. Schmidt-Gayk und W. Stibbe, Normbereich von Laborwerten
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5.2 Modelle des Kohlenhydratsto�wechsels

In diesem Abschnitt werden vier Modelle des Kohlenhydratsto�wechsels dargestellt, die sich

einerseits in ihrer Komplexit�at und andererseits in der Art und Anzahl der Kompartimente

unterscheiden. Unter den Modellen wird zwischen Minimalmodellen (in dieser Arbeit das Mo-

dell von Bolie [12] und das Modell von Berger und Rodbard [24]) und komplexen Modellen

(hier Modell von Cobelli [8] und Modell von Cramp and Carson [7]) di�erenziert. Die Mini-

malmodelle werden meistens zur L�osung spezieller medizinischer Fragestellungen herangezogen

wie zum Beispiel die Bestimmung der Insulinsensivit�at. Die komplexen Kompartimentmodelle

geben dar�uberhinaus einen umfassenden Einblick in die regulierenden Vorg�ange des Gluko-

semetabolismus und k�onnen auch die pathologischen Prozesse wie zum Beispiel bei Diabetes

mellitus simulieren.

5.2.1 Modell von Bolie [12]

Bolie's Modell gilt als erstes Modell �uber die Blutglukoseregulation. Bolie zieht ein System

mit zwei Kompartimenten in Betracht, eines f�ur die Glukose und eines f�ur das Insulin und

setzt ein lineares Kompartimentmodell an. Mit x1 wird die Glukosemenge und mit x2 wird

die Insulinmenge bezeichnet. Die Di�erentialgleichungen lauten:

_x1(t) = �a11x1(t)� a12x2(t) + u1(t)

_x2(t) = a21x1(t)� a22x2(t) + u2(t)

wobei die aij geeignet bestimmte positive Konstante sind, soda� die Verteilung und Inter-

aktion zwischen Glukose und Insulin beschrieben werden kann. Die ui(t) symbolisieren eine

intraven�ose Injektion von Glukose und Insulin.

Mit diesen Gleichungen kann die Regelung des Blutzuckerspiegels durch Insulin nur im hy-

perglyk�amischen Bereich (Blutglukosekonzentrationswerte �uber ca. 100 mg/100ml) skizziert

werden. Eine hypoglyk�amische Situation (Blutzuckerspiegel unter ca. 65 mg/100ml) kann da-

her wegen des Fehlens eines Kompartiments f�ur Glukagon oder Adrenalin nicht behandelt

werden.

5.2.2 Modell von Berger und Rodbard [24]

Mit diesem Modell simulierten die Entwickler das Verhalten von Plasmaglukose und Plas-

mainsulin bei insulinabh�angigen Diabetikern (bei diesen Patienten kommt keine Insulinbil-

dung zustande) nach einer subcutanen Injektion von Insulin. Das Modell ist also auf diese

ganz spezielle Problemstellung zugeschnitten. Mathematisch wird die Insulinabh�angigkeit der

Patienten dadurch realisiert, da� die Glukosekonzentration keinen Ein
u� auf das Plasmain-

sulin aus�ubt. Bei diesem Modell interessiert sich der Anwender f�ur das Tagespro�l der Glukose

und des Insulins, w�ahrend bei den anderen Modellen, die sp�ater noch behandelt werden, das

Kurzzeitverhalten (bis vier Stunden) im Vordergrund steht.

Berger und Rodbard postulieren ein System mit einem Kompartiment f�ur Plasmaglukose und

mit einem Kompartiment f�ur Plasmainsulin. Abbildung 30 zeigt das Schema f�ur das Modell

und die einzelnen physiologischen Prozesse, die dabei beteiligt sind.
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Glukosezufuhr Plasma
Glukose
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Glukoseverbrauch

Endogene Produktion

Subcutane Injektion

Abbildung 30: Modell nach Berger und Rodbard f�ur den Kohlenhydratsto�wechsel nach einer

subcutanen Insulininjektion.

Die Plasmainsulinkonzentration wird durch die Absorption der Injektion und von der Insu-

linelimination im Plasma beein
u�t. Die Absorption von Insulin (siehe Abbildung 31) wird

mathematisch durch eine Michaelis-Menten-Dynamik ausgedr�uckt (normalisiert):

A(t) = 100 �
100ts

(T50)s + ts
(19)

wobei A(t) in Prozent des injezierten Insulins angegeben wird, t ist die Zeit, s ist eine Kon-

stante, die das Zeitverhalten der Absorption charakterisiert und T50 ist das Zeitintervall, in

dem die H�alfte des injezierten Insulins absorbiert ist. T50 h�angt linear von der Dosis der In-

sulinzufuhr (D) ab, also T50(t) = aD(t) + b (mit Konstanten a und b). Die �Anderung in der

Insulinkonzentration wird durch die erste Ableitung der Insulinabsorption (Gleichung (19))

und durch eine (lineare) Eliminationsrate ke berechnet (cf. Abbildung 31). Man erh�alt:
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Abbildung 31: Insulinabsorption und Insulinkonzentration nach einer subcutanen Injektion

von 24 U Insulin, berechnet mit den Gleichungen (19) und (20).

dI

dt
=
�s ts�1(T50)sD
[(T50)s + ts]2

� keI
�
=VI (20)
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wobei VI das Plasmavolumen von Insulin ist. Die Plasmaglukosekonzentration ergibt sich aus

der Glukosezufuhr Gin(t) und aus dem Glukoseverbrauch Gout(t), und somit kann man die

Di�erentialgleichung f�ur die �Anderung der Plasmaglukosekonzentration anschreiben mit

dG

dt
=
Gin(t)�Gout(t)

VG

mit VG ist das Plasmavolumen der Glukose. Es wird angenommen, da� der Glukoseverbrauch

linear vom Insulin und in Form einer Michaelis-Menten-Gleichung von der Glukosekonzentra-

tion abh�angt, also

Gout(t; I) = cI(t) + d und Gout(t;G) =
VmaxG

Km +G
(21)

wobei c, d konstante Parameter und Vmax, Km die typischen Michaelis-Menten-Parameter

sind. Vmax h�angt von Insulin ab und kann durch die Beziehung

Vmax(I) =
Gout(t; I)(Km +G)

Gb
(22)

berechnet werden. Gb ist der basale Konzentrationswert der Glukose im Plasma (ca. 95

mg/100ml). Aus (21) und (22) ergibt sich dann die Formel f�ur den Glukoseverbrauch:

Gout(G; I) =
G(cI + d)(Km +Gb)

Gb(Km +G)

Die genauen Parameterwerte und die Werte f�ur das Plasmavolumen kann der Leser in [24]

nachschlagen. Berger und Rodbard entwickelten dieses Modell f�ur klinische Zwecke, das hei�t,

die Ergebnisse von den Simulationsl�aufen zeigen die Auswirkungen auf die Blutglukosekonzen-

tration und auf das Plasmainsulin bei verschiedenen Varianten der Insulinzufuhr. So konnten

sie m�oglichst gute Zeitpunkte mit entsprechenden Dosierungen von subcutanen Insulininjek-

tionen heraus�nden, die unter anderen an Nahrungseinahmen (realisiert durch Gin) angepa�t

sind.

5.2.3 Das Modell von Cobelli [8]

Das Modell besteht aus drei Teilsystemen, die durch Kontrollmechanismen gekoppelt sind,

n�amlich ein System f�ur Glukose, eines f�ur Insulin und eines f�ur das Glukagon. W�ahrend f�ur

die Glukose im Plasma und in der extrazellul�aren Fl�ussigkeit (x1) und f�ur das Glukagon im

Plasma und in der interstitiellen Fl�ussigkeit (z1) jeweils ein Kompartiment verwendet wurde,

modellieren f�unf Kompartimente das Insulinsystem, n�amlich gespeichertes Insulin im Pan-

kreas (yS), sofort verf�ugbares Insulin im Pankreas (yR), Insulin im Plasma (y1), Insulin in

der Leber (y2) und Insulin in der interstitiellen Fl�ussigkeit (y3). Abbildung 32 zeigt diese

Kompartimente mit den Interaktionen untereinander, den Koppelungen und den physiologi-

schen Prozessen und Funktionen, die auf die Kompartimente einwirken. Zum Unterschied zu

den vorher erw�ahnten Minimalmodellen von Bolie und Berger/Rodbard �ndet nicht nur das

Plasma R�ucksicht in der Modellbildung. Somit kann dieses System vor allem durch die phy-

siologischen Prozesse, die wir weiter unten n�aher untersuchen m�ochten, einen Einblick in den
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Abbildung 32: Modell von Cobelli f�ur den Kohlenhydratsto�wechsel. Strichlierte Linien re-

presentieren Kontrollmechanismen, Pfeile mit ausgef�ullter Spitze symbolisieren die physiolo-

gischen Prozesse und Pfeile mit einfacher Spitze bedeuten einen proportionalen Flu�.

Kohlenhydratsto�wechsel geben.

Im folgenden werden die einzelnen metabolischen Prozesse, die im Modell Beachtung fanden,

genauer analysiert. Das sind f�ur das Glukosesystem die NHGB (Net Hepatic Glucose Balance),

die sich aus der Di�erenz zwischen Glukoseproduktion (F1) und Glukoseaufnahme (F2) der Le-

ber ergibt, weiters die renale Ausscheidung der Glukose (F3), der insulinabh�angige Verbrauch

(F4) und der insulinunabh�angige Verbrauch (F5) der Glukose. Beim Insulinteilsystem wird die

Insulinsynthese (w) und die Insulinsekretion (F6) betrachtet und schlie�lich wird noch beim

Glukagonsystem die Glukagonsekretion (F7) angef�uhrt. In diese Prozesse sind auch enzyma-

tische Reaktionen eingebaut, welche zum Teil in der Einleitung besprochen wurden. F�ur die

mathematische Formulierung der Enzymreaktionen zogen die Entwickler dieses Modells den

Tangenshyperbolikus (tanh) in Betracht. Mit dieser Funktion k�onnen die S�attigungscharak-

55



teristik, Schwellwerte und Kontrollmechanismen ber�ucksichtigt werden (siehe sp�ater bei den

einzelnen Prozessen).

Glukoseproduktion der Leber (F1) Es wird heute angenommen, da� die Glukosepro-

duktion in der Leber von der Plasmaglukose, vom Insulin in der Leber und vom Glukagon

im Plasma abh�angt. Zum Beispiel wurden in [13] Versuche an insulinabh�angigen Diabetikern

angestellt, die Insulininfusionen verabreicht bekamen, damit die Insulinkonzentrationen die

Normwerte nicht �uberstiegen, soda� auf diese Weise der Ein
u� auf die Glukoseproduktion

ausgeschaltet wurde. Bei einem stabilen Blutzuckerspiegel von ca. 84 mg/100ml lag bei den

Patienten die Glukoseproduktion bei 1.9 mg/min/kg. Nach einer intraven�osen Infusion von

Glukose (zu 50% Dextrose) �uber einen Zeitraum von zwei Stunden ging die Glukoseproduk-

tion in der Leber zur�uck auf Werte von 0.2-0.4 mg/min/kg. Mathematisch setzten Cobelli et

al. diesen Sachverhalt folgenderma�en an:

M1(x1) = 0:5(1 � tanh[b13

�x1 � x1(0)

Vx
+ c13

�
])

Vx ist das Glukosevolumen von Plasma und extrazellul�arer Fl�ussigkeit und wurde von uns

mit 14 Liter (bei einem K�orpergewicht von 70 kg) angenommen. b13 und c13 sind konstante

Parameter, wobei c13 der Schwellwertbereich sein soll, ab dem die Glukosekonzentration Ein-

wirkungen auf die Glukoseproduktion haben soll. c13 wurde auf 20 gesetzt, das hei�t, ab 20

mg/100ml unter dem basalen Wert wird bei steigender Glukosekonzentration der tanh immer

gr�o�er, und somit kommt es durch das Minus vor dem tanh zu einer Abnahme von M1(x1),

was zu einer Verminderung der Glukoseproduktion beitr�agt.

Auch im weiteren wird diese mathematische Formulierung f�ur die metabolischen Prozesse beim

Modell von Cobelli verwendet, wobei immer das selbe Prinzip zur Geltung kommt, n�amlich

durch einen Schwellwertbereich und ein Plus oder Minus vor dem tanh wird in Abh�angigkeit

von �Uber- (Positiver Schwellwert) und Unterschreiten (negativer Schwellwert) dieses Bereiches

eine Steigerung oder Abnahme in der Produktion, Aufnahme, Ausscheidung, im Verbrauch,

in der Synthese oder in der Sekretion erreicht.

In [14] unter anderen wurden die Wirkungen von Insulin in der Leber (Senkung) und Gluka-

gon (Anstieg) auf die Glukoseproduktion untersucht, indem der Glukosekonzentrationsspiegel

konstant gehalten wurde. Im Modell werden diese Sachverhalte durch die Funktion H1(y2) f�ur

den Ein
u� von Insulin und durch die Funktion G1(z1) f�ur die Auswirkung auf die Glukose-

produktion durch Glukagon dargestellt. Sie lauten:

H1(y2) = 0:5(1 � tanh[b12

�y2 � y2(0)

VL
+ c12

�
])

mit VL ist das Volumen der Leber (2.1 Liter), b12 ist eine Konstante und der Schwellwertbereich

c12 wurde mit 7 (�U/ml) angesetzt.

G1(z1) = 0:5(1 + tanh[b11

�z1 � z1(0)

Vz
+ c11

�
])

wobei Vz das Volumen von Plasma und interstitiellen Fl�ussigkeit (14 Liter) ist, b11 wieder eine

Konstante und c11 als -0.85 (ng/ml) gew�ahlt wurde.
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Aus diesen drei Funktionen (M1, H1, G1) setzten Cobelli et al. die gesamte Glukoseproduktion

in der Leber zusammen, indem sie diese drei Funktionen multiplikativ verkn�upften, um die

gegenseitige Abh�angigkeit auszudr�ucken. Das ergibt

F1(x1; y2; z1) = a11G1(z1)H1(y2)M1(x1)

wobei a11 eine Konstante ist. In Abbildung 33 berechneten wir diese Glukoseproduktion in der

Leber in Abh�angigkeit von x1 mit den oben angeschriebenen Formeln und den in [8] angegeben

Werten der Parameter aus. Die Glukagonkonzentration hielten wir auf dem basalen Wert von

0.075 ng/ml fest, w�ahrend wir die Insulinkonzentration der Leber um 5 �U/ml inkrementier-

ten. Wir konnten allerdings nicht heraus�nden, in welcher Einheit F1 Ergebnisse liefert, oder

welchen Umrechnungsfaktor die Autoren f�ur das Modell verwendeten. In unserer Abbildung

(sowie in allen weiteren Abbildungen, die die metabolischen Prozesse beschreiben) haben wir

die Werte, die F1 liefert, aufgenommen, daneben jedoch einen ungef�ahren Wertebereich aus

der Literatur angegeben.
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Abbildung 33: Glukoseproduktion F1 und Glukoseaufnahme F2 in der Leber.

Glukoseaufnahme in der Leber (F2) Die Glukoseaufnahme der Leber (das ist im gro�en

und ganzen die Umwandlung von Glukose in Glykogen) wird im wesentlichen durch die Plas-

maglukose und durch das Insulin in der Leber geregelt. Auch hier wurde wieder der tanh in

die mathematische Beschreibung aufgenommen. Die Einwirkung von Insulin auf die Glukose-

aufnahme der Leber wird durch die Formel

H2(y2) = 0:5(1 � tanh[b21

�y2 � y2(0)

VL
+ c21

�
])
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ausgedr�uckt, wobei b21 eine Konstante und c21 wieder der Schwellwertbereich ist. Eine Zunah-

me von Insulin in der Leber vermindert also die Glukoseaufnahme in der Leber. Der Ein
u�

von Plasmaglukose auf F2(x1; y2) wird mathematisch folgenderma�en errechnet:

M2(x1) = a221 + a2220:5(1 + tanh[b22

�x1 � x1(0)

Vx
+ c22

�
])

Die a22j und b22 sind feste Parameter. c22 wurde mit -108.5 angesetzt, das hei�t ergo, da�

erst bei einer Glukosekonzentration von ca. 200 mg/100ml der tanh positiv wird und somit

M2(x1) zu einer Zunahme der Umwandlung von Glukose zu Glykogen beitr�agt. Auch die

Glukoseaufnahme in der Leber setzten die Entwickler dieses Modells durch Multiplikation von

M2(x1) und H2(y2) an. Dies ergibt:

F2(x1; y2) = H2(y2)M2(x1)

In Abbildung 33 sind die Ergebnisse von F2 bei festen Konzentrationswerten des Leberinsulins

dokumentiert.

Renale Ausscheidung der Glukose (F3) Hier �ndet die Nierenschwelle (Plasmaglukose-

konzentration von 180 mg/100ml) Eingang in das Modell, ab der es zu einer Ausscheidung

von Glukose kommt. Die renale Exkretion der Glukose ist unabh�angig von Insulin und Glu-

kagon, ist nahezu Null bei Konzentrationswerten der Plasmaglukose unter der Nierenschwelle

(ausgedr�uckt durch M31(x1), siehe weiter unten) und nimmt bei der �Uberschreitung der Nie-

renschwelle eine lineare Form an (M32(x1)). Die Gleichungen sind folgende:

F3(x1) =M31(x1)M32(x1)

mit den Funktionen

M31(x1) = 0:5(1 + tanh[b31

�x1
Vx

+ c31

�
])

M32(x1) = a321
x1

Vx
+ a322

wobei die a32j und b31 Konstante sind, und c31 die Nierenschwelle darstellt.

Insulinabh�angiger Glukoseverbrauch (F4) Der Wirkungsort des insulinabh�angigenGlu-

koseverbrauchs sind haupts�achlich die Muskeln und das adip�ose Gewebe. In [15] wird je ein

Dreikompartimentmodell f�ur Insulin und Glukose aufgestellt in der Form eines Mammillarysy-

stems mit je einem Zentralkompartiment (dem Plasma), einem kleineren schnell vermischbaren

Kompartiment und einem gr�o�eren langsam vermischbaren Kompartiment. Weiters wird in

[15] nachgewiesen, da� das langsam vermischbare Kompartiment des Insulins verantwortlich

f�ur den peripheren Glukoseverbrauch in den Muskeln und im adip�osen Gewebe ist (siehe Fi-

gure 6 in [15]). Im Modell von Cobelli wird hierf�ur das Insulin in der interstitiellen Fl�ussigkeit

y3 in Betracht gezogen. Eine gr�o�ere Menge von Insulin in der interstitiellen Fl�ussigkeit be-

wirkt eine vermehrte periphere Glukosenutzung. Die mathematische Formulierung, die diese
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Korrelation veranschaulichen soll, ist

H4(y3) = 0:5(1 + tanh[b41

�y3 � y3(0)

VI
+ c41

�
])

dabei ist VI das Volumen der interstitiellen Fl�ussigkeit und wurde auf 7 Liter gesetzt. Der

Schwellwert c41 wird mit -50.9 (�U/ml) angegeben, das hei�t, ab ca. 58 �U/ml Insulin in der

interstitiellen Fl�ussigkeit beginnt eine Zunahme des Glukoseverbrauchs in den Muskeln und

im adip�osen Gewebe. Weiters wird dieser insulinabh�angige Glukoseverbrauch auch von der

Glukose selbst bestimmt und mit folgender Gleichung modelliert

M4(x1) = 0:5(1 + tanh[b42

�x1 � x1(0)

Vx
+ c42

�
])

c42 ist -20.2 (mg/100ml), also nimmt jener Glukoseverbrauch ab ungef�ahr 115 mg/100ml

Glukosekonzentration zu. Mit M4 und H4 erh�alt man die gesamte Funktion f�ur die periphere

Glukosenutzung und zwar

F4(x1; y3) = a41H4(y3)M4(x1)

F4 ist in Abbildung 34 niedergelegt.
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Abbildung 34: Peripherer Glukoseverbrauch F4 und Insulinsynthese w.

Insulinunabh�angiger Glukoseverbrauch (F5) In [16] wird bewiesen, da� die Glukoseauf-

nahme im zentralen Nervensystem unabh�angig von der Insulinkonzentration oder von anderen
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Hormonen ist und nur von der Glukosekonzentration bestimmt wird. Die folgenden Gleichun-

gen sollen dies zum Ausdruck bringen.

F5(x1) =M51(x1) +M52(x1)

wobei

M51(x1) = a51 tanh[b51

�x1 � x1(0)

Vx
+ c51

�
])

M52(x1) = a52
x1 � x1(0)

Vx
+ b52

mit den �ublichen konstanten Parametern a5j , b5j und dem Schwellwert c51.

Insulinsynthese (w) und Insulinsekretion (F6) In [9] wird ein Insulinteilsystem entwor-

fen, das dann auch im Modell von Cobelli zum Einsatz kommt. Darin wird angenommen,da�

die Insulinsynthese nur von der Blutglukosekonzentration kontrolliert wird, und ab Werte von

ca. 180 mg/100ml Plasmaglukosekonzentration eine vermehrte Insulinbildung im Pankreas

auftritt. Die Insulinsynthese wird mathematisch angeschrieben durch

w(x1) = 0:5 aw(1 + tanh[bw

�x1 � x1(0)

Vx
+ cw

�
])

und ist in Abbildung 34 graphisch verdeutlicht. Die Insulinsekretion wird durch eine Funktion

von x1 und yR (siehe Abbildung 32) modelliert und lautet

F6(yR; x1) = 0:5 a6(1 + tanh[b6

�x1 � x1(0)

Vx
+ c6

�
])yR

c6 ist -19.68 (mg/100ml), also ab einer Glukosekonzentration von ungef�ahr 110 mg/100ml setzt

ein Anstieg in der Insulinsekretion ein.

Glukagonsekretion (F7) In [17] wurde durch Experimente festgestellt, da� durch Glukose-

und Insulininfusionen (0.25 g/kg/h bzw. 0.003 U/kg/min) ein starker Abfall von Plasmaglu-

kagon zu verzeichnen ist, n�amlich von 75 pg/ml vor den Infusionen auf 55 pg/ml 60 Minuten

nach den Infusionen. Dieses Verhalten soll durch folgende Formeln angen�ahert werden

F7(x1; y3) = a71H7(y3)M7(x1)

wobei

H7(y3) = 0:5(1 � tanh[b71

�y3 � y3(0)

VI
+ c71

�
])

M7(x1) = 0:5(1 � tanh[b72

�x1 � x1(0)

Vx
+ c72

�
])

Die Glukosesekretion F7 ist Abbildung 35 dargestellt.
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Abbildung 35: Glukagonsekretion.

Die Modellgleichungen Mit diesen oben erw�ahnten Funktionen, die die metabolischen

Prozesse beschreiben, werden nun die Di�erentialgleichungen des gesamten Modells von Co-

belli formuliert. Es werden folgende Variablen (in Klammer dahinter die Mengeneinheit, in

der gerechnet werden soll) eingef�uhrt:

x1 ist die Menge von Glukose im Plasma und in der extrazellul�aren Fl�ussigkeit (mg), yS ist die

gespeicherte Insulinmenge im Pankreas (�U), yR ist die Menge des sofort freisetzbaren Insulins

im Pankreas (�U), y1 stellt die Insulinmenge des Plasmas (�U) dar, y2 ist die Insulinmenge

in der Leber (�U), y3 symbolisiert die Menge an Insulin in der interstitiellen Fl�ussigkeit (�U)

und z1 ist die Glukagonmenge im Plasma und in der interstitiellen Fl�ussigkeit (ng). Mit die-

sen Bezeichnungen lauten die Di�erentialgleichungen (NHGB = F1 � F2 ist die Net Hepatic

Glucose Balance):

_x1(t) = NHGB(x1; y2; z1)� F3(x1)� F4(x1; y3)� F5(x1) +Glukosezufuhrrate

_yS(t) = �k21yS + k12yR + w(x1)

_yR(t) = k21yS � k12yR + F6(yR; x1)

_y1(t) = �(m01 +m21 +m31)y1 +m12y2 +m13y3 + Insulinzufuhrrate

_y2(t) = �(m02 +m12)y2 +m21y1 + F6(yR; x1)

_y3(t) = �m13y3 +m31y1

_z1(t) = �h02z1 + F7(x1; y3)

mit mij , h02 und kij sind konstante Parameter. Alle Parameter sowie die Volumina Vx, VL
und VI und Hinweise f�ur die Anfangswerte sind in [8] zu �nden.

Kritische Anmerkungen zum Modell von Cobelli Die Entwickler dieses Modells simu-

lierten sowohl hyperglyk�amische als auch hypoglyk�amische Situationen bei Diabetikern und

Normalgesunden. Zur Validierung des Modells betrachteten sie das Verhalten der Modellva-

riablen bei verschiedenen Testinputs. Solche Testinputs waren zum Beispiel eine intraven�ose
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Glukoseinjektion, um den intraven�osen Glukosetoleranz-Test (IVGTT) zu modellieren, und

eine Glukoseinfusion von 12.5 bis 25 g in 60 Minuten. Auch den Tolbutamide-Test f�uhrten

Cobelli et al. an ihrem Modell durch, bei dem eine hypoglyk�amische Situation durch Beigabe

von Tolbutamide hervorgerufen wird. Weiters simulierten die Modellierer den intraven�osen

Insulintoleranz-Test (IVITT) sowie das Verhalten des Systems bei konstanten Insulininfusio-

nen. Abbildungen, Resultate und Graphen sind in [8] zu �nden. Mit diesem Modell konnten

Cobelli et al. auch den Kohlenhydratsto�wechsel bei einem Diabetiker einsetzen, indem sie

die Glukoseaufnahme in der Leber F2 konstant w�ahlten, H4(y3) einen festen Wert gaben und

einige Parameterwerte �anderten, vor allem die Parameter, die im Insulinsystem Verwendung

fanden. Au�erdem kann dieses Modell schnell durch �Andern der basalen Werte x1(0), yS(0),

yR(0), yi(0) und z1(0) auf eine spezielle Person angeglichen werden.

Interessant ist der Einsatz des tanh, mit dem Cobelli et al. die enzymatischen Reaktionen

berechneten. In den meisten medizinischen Lehrb�uchern werden solche enzymatischen Reak-

tionstypen allerdings mit einer Michaelis-Menten Dynamik modelliert, wie sie auch im Modell

von Cramp and Carson (siehe unten) zum Einsatz kam. Ein weiterer Diskussionspunkt beim

Modell von Cobelli ist sicherlich, da� f�ur die Glukose (die eine zentrale Rolle im Kohlenhydrat-

sto�wechsel spielt) nur ein Kompartiment aufgestellt wurde und nicht zum Beispiel zwischen

Plasmaglukose und portaler Glukose wie im Modell von Cramp and Carson unterschieden

wird. Eine feinere Unterteilung f�ur das Glukoseteilsystem und auch f�ur das Glukagonsystem

wird im n�achsten Modell (von Cramp und Carson) gemacht.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Modell von Cobelli mit den angegebenen Parameterwerten

programmiert und auf der Basis dieses Modells Simulationsstudien durchgef�uhrt, die zu Er-

gebnissen f�uhrten, die zum Teil nicht veri�ziert werden konnten. Wir vermuten, da� entweder

Parameterwerte falsch waren, Umrechnungsfaktoren vergessen wurden, Einheiten vertauscht

wurden oder die Parameter nicht auf die Einheiten abgestimmt waren. Das Vertrauen in die

Angabe war von vornherein nicht hoch, da bei allen Parameterangaben die Dimensionsangabe

fehlte.

5.2.4 Das Modell von Cramp and Carson [7]

Im Unterschied zu den vorher erw�ahnten Modellen wird hier ein eigenes Kompartiment f�ur

Glukose-6-phosphat konstruiert, dessen Variable auch bei den metabolischen Prozessen der

Glukoneogenese, der Glykogenese und der Glykogenolyse eine wesentliche Rolle in der ma-

thematischen Formulierung spielt. Interessanterweise wurde aber bei der Glykolyse auf eine

Einbindung der Glukose-6-phosphat-Variable in die Formel verzichtet, soda� die Glykolyse

unabh�angig von der Glukose-6-phosphat-Konzentration modelliert wurde.

Neben einem Kompartiment f�ur Glukose-6-phosphat (x4, M) fanden auch noch ein Kompar-

timent f�ur Glykogen (x3, M), eins f�ur die portale Glukose (x2, M) sowie Plasmaglukose (x1,

M) und je ein Kompartiment f�ur portales Insulin (x6, mU), Plasmainsulin (x5, mU), portales

Glukagon (x8, �g), Plasmaglukagon(x7, �g) und Adrenalin (x9, mg) Eingang in das Modell

von Cramp and Carson. In Abbildung 36 ist dieses Modell graphisch skizziert, wobei gestri-

chelte Linien hormonelle Ein
�usse andeuten.

Ein weiterer Unterschied zu den anderen weiter oben beschriebenen Modellen ist die M�oglich-

keit, eine orale Glukoseeinnahme zu modellieren. Diese Einnahme wird im Modell mit einem
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Abbildung 36: Modell von Cramp and Carson.

Input I2 am Kompartiment der portalen Glukose realisiert, soda� mit diesem System der orale

Glukosetoleranz-Test (oGTT) simuliert werden kann. Der oGTT ist nach [26] auch das heute

am verbreitenste Verfahren zur Bestimmung der Glukosetoleranz und somit zur Erkennung

einer Zuckerkrankheit.

Auch bei diesem Modell wollen wir nun die einzelnen metabolischen Prozesse n�aher analysie-

ren, das w�aren hier die Glykolyse, die Glukoneogenese, die Glykogenese und die Glykogeno-

lyse (vgl. Einleitung). Im Gegensatz zu Cobelli et al. beschreiben Cramp and Carson diese

Sto�wechselvorg�ange nicht mit dem Tangenshyperbolikus sondern mit einer Michaelis-Menten

Dynamik. Schwellwerte, S�attigungscharakteristiken und hormonelle Einwirkungen dr�ucken sie

durch Fallunterscheidungen in den einzelnen Funktionen aus. Die
"
Laufvariablen\ sind bei

der Glukoneogenese das Glukose-6-phosphat und das Plasmainsulin, bei der Glykogenese und
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Glykogenolyse nur das Glukose-6-phosphat w�ahrend bei der Glykolyse die Glukose und das

Plasmainsulin als Laufvariable dienen.

Die Glykolyse f1(x1; x5; x7) Es wird angenommen, da� die Glykolyse von der Plasmag-

lukose abh�angt und vom Plasmainsulin sowie vom Plasmaglukagon gesteuert wird. Bei einer

Plasmainsulinmenge von unter 65 mU wird f1 Null gesetzt, das hei�t, die Glukose wird nicht

zu Laktat abgebaut. Unterschieden wird noch bei einer Insulinmenge zwischen 65 mU und 700

mU und einer Insulinmenge von �uber 700 mU. Ab diesem Wert spielt dann das Insulin eine

gewichtetere Rolle bei der Glykolyse. Beim Plasmaglukagon ist 0.42 �g der kritische Wert,

bei dem die Modellierer eine Fallunterscheidung in der Formulierung der Gleichung f�ur die

Glykolyse durchf�uhrten. Bei Werten von �uber 0.42 �g Plasmaglukagon sinkt die Glykolyse,

was bei Plasmainsulinwerten gr�o�er als 700 mU allerdings keine Bedeutung mehr zeigt. Die

mathematische Formulierung lautet:

f1(x1; x5; x7) =

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

0:25x1
22:7+1150x1

falls 65 < x5 � 700 und x7 � 0:42

0:215x1
22:7+1150x1

falls 65 < x5 � 700 und x7 > 0:42

0:25x1(x5�699)
22:7+1150x1(x5�699)

falls x5 < 700

0 falls x5 � 65

In Abbildung 37 wurde f1 ausgerechnet. Einmal wurde das Glukagon festgehalten und das

Insulin variiert und das andere mal wurde der Wechsel der Glykolyse bei verschiedenen Glu-

kagonwerten (kleiner als 0.42 �g und gr�o�er als 0.42 �g) verdeutlicht.

Die Glukoneogenese f2(x4; x5) Zum Unterschied zur Glykolyse ist bei dieser Modellie-

rung der Glukoneogenese das Glukose-6-phosphat die Laufvariable. Weiters beein
u�t auch

noch das Plasmainsulin diese physiologische Funktion, soda� Cramp and Carson bei einer

Plasmainsulinmenge von 300 mU die Gleichung f�ur die Glukoneogenese �anderten, indem bei

Werten unter 300 mU das Insulin keine direkte Wirkung auf f2 aus�ubt. Die Formulierung f�ur

die Glukoneogenese wird angeschrieben mit:

f2(x4; x5) =

8<
:

6:82x4
2+1000x4

falls x5 � 300

6:82x4
2+1000x4(x5�293)=7

falls x5 > 300

Die Abbildung 38 zeigt die Glukoneogenese in Abh�angigkeit vom Glukose-6-phosphat bei

verschiedenen Plasmainsulinwerten.

Die Glykogenese f3(x4; x3; x6; x8) Der Wirkungsort der Glykogenese ist die Leber, des-

halb wird diese Glykogenbildung durch das portale Insulin und durch das portale Glukagon

gesteuert. Denn bei einer portalen Insulinmenge unter 32 mU oder einer portalen Glukagon-

menge �uber 0.35 �g wird die Glykogenese im Modell von Cramp and Carson v�ollig eingestellt.
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Abbildung 37: Die Glykolyse.
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Abbildung 38: Die Glukoneogenese.

Au�erdem wird ab einer Leberglykogenkonzentration von 0.5 M kein Glykogen mehr in der Le-

ber gebildet. Ansonsten verh�alt sich dieser Proze� wieder in der Form einer Michaelis-Menten

Gleichung mit dem Glukose-6-phosphat als unabh�angige Variable. Die gesamte Gleichung f�ur
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die Glykogenese wird folgenderma�en de�niert:

f3(x4; x3; x6; x8) =

8<
:

1:25x4
0:10722+1848:3x4

falls x6 � 32 und x3 � 0:5 und x8 � 0:35

0 falls x6 < 32 oder x3 > 0:5 oder x8 > 0:35

Der Graph von f3 ist in Abbildung 39 f�ur den Fall, bei dem eine Glykogenbildung aus Glukose

zustande kommt, gezeigt.
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Abbildung 39: Die Glykogenese und die Glykogenolyse.

Die Glykogenolyse f4(x4; x8; x9) Als letzten physiologischen Proze� im Kohlenhydratsto�-

wechsel beim Modell von Cramp and Carson besprechen wir noch die Glykogenolyse, also die

Umkehrung der Glykogenese. Auch hier spielt das Glukose-6-phosphat die zentrale Rolle in

der Formulierung der Gleichung diesesmal allerdings in Form einer modi�zierten Michaelis-

Menten Dynamik mit einem absteigenden Graphen, wie er in Abbildung 39 errechnet wurde,

und hat die Form

f(x) =
k1 � k2x

k3 � k4x+
k5

k6x+1

Die Glykogenolyse ist im Modell auch der einzige metabolische Vorgang, bei dem Cramp

and Carson das Adrenalin mit in die Formulierung setzten, und zwar kommt es bei einer

Plasmaadrenalinmenge unter 0.32 mg und gleichzeitiger portaler Glukagonmenge unter 0.35

�g zu keinem Glykogenabbau zu Glukose in ihremModell. Die Gleichung f�ur die Glykogenolyse
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l�a�t sich wie folgt anschreiben:

f4(x4; x8; x9) =

8<
:

0:03�31:2x4
32�1000x4+11:1=(4000x4+1)

falls x8 � 0:35 oder x9 � 0:32

0 falls x8 < 0:35 und x9 < 0:32

Die Modellgleichungen Es werden nun die einzelnen Kompartimente mit den dazugeh�ori-

gen Di�erentialgleichungen im Modell von Cramp and Carson er�ortert. Weiters werden in

diesem Abschnitt auch Modi�kationen in den Gleichungen besprochen, mit denen man den

Kohlenhydratsto�wechsel bei pathologischen Situationen wie den Diabetes mellitus simulieren

kann. In diesem Modell bietet sich eine �Anderung in der Enzymaktivit�at an zum Beispiel der

Hexokinase oder der Glukose-6-phosphatase. Diese M�oglichkeiten werden bei den einzelnen

Di�erentialgleichungen erw�ahnt.

Glukose-6-phosphat x4 Glukose-6-phosphat ist eine Schl�usselsubstanz im Kohlenhy-

dratsto�wechsel und entsteht durch Phosphorilierung der Glukose mittels den Enzymen Hexo-

kinase und Glukokinase. Diese Umwandlung von Glukose in Glukose-6-phosphat gen�ugt wieder

einer Michaelis-Menten Gleichung und wird in diesem Modell mathematish beschrieben durch:

f5(x2) =
4:27x2

22:7 + 1150x2

Mit dieser Funktion kann man auch die Glukokinaseaktivit�at ver�andern, soda� hier eine defek-

te Insulinwirkung (Insulin beein
u�t die Glukokinaseaktivit�at) modelliert werden kann. Auf

diesem Wege wird eine Form der Zuckerkrankheit simuliert, n�amlich eine verringerte Insulin-

wirkung auf die Glukose.

In die Di�erentialgleichung f�ur das Kompartiment des Glukose-6-phosphates fanden noch die

Glukoneogenese, die Glykogenese und die Glykogenolyse Zugang. Au�erdem f�ugten Cramp

and Carson noch einen proportionalen Output sowie eine konstante Zufuhr in die Gleichung

hinzu. Somit gelte:

_x4(t) = 0:005 � 16:23x4 + f5(x2)� f2(x4; x5)� f3(x4; x3; x6; x8) + f4(x4; x8:x9)

Plasmaglukose x1 In das Kompartiment der Plasmaglukose wurden die metabolischen

Vorg�ange der Glykolyse und der Glukoneogenese eingebaut. Weiters ist auch noch ein insulinu-

nabh�angiger Glukoseverbrauch, der vor allem im Zentralen Nervensystem statt�ndet, und ein

insulinabh�angigerGlukoseverbrauch (in den Muskeln und im adip�osen Gewebe) ber�ucksichtigt,

die linear und konstant angesetzt wurden. Mit dem Inputterm I1 wird die Glukosezufuhrrate

ausgedr�uckt und kann zum Beispiel eine intraven�ose Glukoseinjektion darstellen. Somit folge:

_x1(t) = �0:000139 + 0:025(x2 � x1)� 0:15x1 + f2(x4; x5)� f1(x1; x5; x7) + I1

Portale Glukose x2 Mit I2 wird hier eine Glukoseeinnahme �uber den Verdauungstrakt

erm�oglicht, mit der dann der orale Glukosetoleranztest (oGTT) durchgef�uhrt werden kann.
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Unter anderen wird in der Gleichung die Phosphorilierung der Glukose miteingebunden, indem

f5(x2) abgezogen wird. Die Gleichung lautet:

_x2(t) = 0:15x1 � f5(x2) + 0:025(x1 � x2) + I2

Glykogen in der Leber x3 Die �Anderung in der Leberglykogenkonzentration wird

durch die Glykogenese und durch die Glykogenolyse berechnet. Daher sei:

_x3(t) = f3(x4; x3; x6; x8)� f4(x4; x8; x9)

Plasmainsulin x5 Das Zeitverhalten des Plasmainsulins resultiert aus der Interaktion

zwischen Plasmainsulin und portalem Insulin sowie einem nichtlinearen Insulinabbau g(x5).

Wertepaare f�ur diese nichtlineare Funktion sind in der Tabelle in Abbildung 40 aufgelistet.

Dar�uberhinaus ist auch noch ein Input I5 vorgesehen, der zum Beispiel eine intraven�ose Insu-

x5 (mU) g(x5) (mU/min) x5 (mU) g(x5) (mU/min)

0.0 4.0 176.0 61.3

86.4 6.3 217.6 93.7

112.0 7.3 230.6 115.0

128.0 15.7 272.0 174.0

150.4 39.8 291.0 227.0

Abbildung 40: Tabelle zum Insulinabbau.

lininjektion modellieren kann. Die Di�erentialgleichung f�ur das Plasmainsulin lautet daher:

_x5(t) = 0:267x6 � 0:134x5 � g(x5) + I5

Portales Insulin x6 Der Hauptreiz f�ur die Aussch�uttung von Insulin in der Leber ist ein

erh�ohter Blutzuckerspiegel. Hier wurde angenommen, da� ab einer Leberglukosekonzentration

von 5 mmol/l eine Insulinaussch�uttung beginnt. Dies wird mit der Funktion

�1(x2) =

8<
:

18000(x2 � x
(0)
2 ) falls x2 > 0:005

0 falls x2 � 0:005

ausgedr�uckt, wobei x
(0)
2 der Schwellwert der Insulinaussch�uttung ist, also x

(0)
2 = 0:005. Wei-

ters ist auch noch die �Anderung der Glukosekonzentration ausschlaggebend, denn bei einem

Ansteigen der Glukose wird vermehrt Insulin produziert. Diese Sachlage wird mathematisch

modelliert mit:

�2(x2) =

8<
:

36000 _x2(t) falls _x2(t) > 0

0 falls _x2(t) � 0
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�1(x2) und �2(x2) zusammen ergeben dann die charakteristische Kurve des glukoseabh�angi-

gen Insulinabbaus. Somit erh�alt man f�ur das Kompartiment des portalen Insulins folgende

Gleichung:

_x6(t) = 4 + 0:134x5 � 0:267x6 + �1(x2) + �2(x2)

Plasmaglukagon x7 Die Gleichung f�ur das Kompartiment von Plasmaglukagon erh�alt

man aus dem Materieaustausch zwischen Plasmaglukagon und portalem Glukagon sowie aus

einem Input I7. Deshalb sei:

_x7(t) = 0:9063(x8 � x7) + I7

Portales Glukagon x8 Als Glukoseschwellwert f�ur die Glukagonaussch�uttung wurde

x2 = 0:009 gew�ahlt, das hei�t, f�allt die Glukosekonzentration in der Leber unter diesem Wert,

erfolgt eine Glukagonsekretion, die durch die Formel

�3(x2) =

8<
:

10(0:009 � x2) falls x2(t) < 0:009

0 falls x2(t) � 0:009

berechnet wird. Ebenfalls wurde in die Di�erentialgleichung noch eine allerdings geringe Ein-

wirkung von portalem Insulin ber�ucksichtigt durch:

�4(x6) =

8<
:

0:00003(1150 � x6) falls x6 < 1150

0 falls x6 � 1150

Insgesamt ergibt sich f�ur die Di�erentialgleichung des Kompartiments f�ur das portale Gluka-

gon:

_x8(t) = 0:0164 + 0:625x7 � 0:9063x8 + �3(x2) + �4(x6)

Plasmaadrenalin x9 Auch das Plasmaadrenalin wird durch die portale Glukose beein-


u�t, was �ahnlich wie beim Glukagon durch die Funktionen

�5(x2) =

8<
:

180(x
(0)
2 � x2) falls x2 < 0:005

0 falls x2 � 0:005

wobei x
(0)
2 wieder auf 0.005 gesetzt wurde, und

�6(x2) =

8<
:

90[� _x2(t)] falls _x2(t) < 0

0 falls _x2(t) � 0

modelliert wird. Zus�atzlich ist noch ein linearer Adrenalinabbau und ein Input I9 miteingear-

beitet. Das ergibt:

_x9(t) = 0:9 � 5:62x9 + �5(x2) + �6(x2)
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Die Anfangswerte Als Anfangswerte xi(0) wurden die basalen Werte gew�ahlt, also jene

Werte, bei denen der Sto�wechsel im Gleichgewicht ist. Es wurde f�ur einen 70 kg schweren

Menschen ein Plasmavolumen von 3.2 Liter und ein Lebergewicht von 1.5 kg angenommen.

F�ur die Plasmaglukose und f�ur die portale Glukose wurde x1(0) = x2(0) = 0:005 M gesetzt.

Beim Insulin, sowohl Plasma als auch Leber, wurde x5(0) = x6(0) = 32 mU gew�ahlt, das bei

dem vorher erw�ahnten Plasmavolumen und bei dem Lebergewicht 10 �U/ml entspricht. Die

Glukagonmenge im Plasma wie auch in der Leber war x7(0) = x8(0) = 0:32 �g (100 pg/ml),

w�ahrend das Plasmaadrenalin x9(0) = 0:16 mg (106 �g/ml) angesetzt wurde. Schlie�lich war

die Glykogenkonzentration in der Leber x3(0) = 0:25 M (166 �mol/g Fl�ussiggewicht), und die

Glukose-6-phosphat-Konzentration x4(0) = 0:003 M (0.2 �mol/g Fl�ussiggewicht).

5.3 Simulationsstudien anhand des Modells von Cramp and Carson

F�ur unsere Simulationen wurde das Modell von Cramp and Carson in Betracht gezogen, da die

Parameterangaben, die Angabe der Anfangswerte und die Beschreibung der physiologischen

Prozesse (vor allem die Michaelis-Menten Gleichung f�ur die Enzymreaktionen) am verl�a�lich-

sten erschienen. Das Modell mit den Di�erentialgleichungen wurde wieder wie beim Meta-

bolismus des Bilirubin in ACSL programmiert. Als numerisches Verfahren zur L�osung dieser

Di�erentialgleichungen wurde diesesmal das Runge-Kutta Verfahren vierter Stufe angewen-

det und die Schrittweite mit 0.005 (Minuten) angesetzt. Die verschiedenen Inputs (Glukose-,

Insulin-, Glukagon-, Adrenalininjektionen so wie orale Glukosezufuhr) programmierten wir mit

dem Befehl PULSE. Der Programmtext ist im Anhang zu �nden. Beobachtet wurden jeweils

Plasmakonzentrationen, die in den Abbildungen graphisch veranschaulicht sind.

In Abbildung 41 sind die Ergebnisse bei einem intraven�osen Glukosetoleranz-Test (IVGTT)

dargestellt. Die Simulation erfogte unter der Annahme, da� dem Probanden ein w�ahrend
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Abbildung 41: Intraven�ose Glukosetoleranz-Test.

der Dauer von 12 Minuten eine Plasmaglukoseinjektion von 2.5 mmol/l/min gegeben wur-

de. Das entspricht ungef�ahr 0.5 g Glukose pro kg K�orpergewicht bei einem 70 kg schweren
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Menschen. Abbildung 42 zeigt den oralen Glukosetoleranz-Test (oGTT). Nach [26] wird beim
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Abbildung 42: Oraler Glukosetoleranz-Test.

oGTT 75 g Glukose innerhalb von f�unf Minuten getrunken. Die Simulation erfolgte unter der

Annahme, da� beim Kompartiment f�ur die portale Glukose eine Glukosezufuhr von einmal

0.96 mmol/l/min 30 Minuten lang und das andere mal von 2.6 mmol/l/min auch 30 Minuten

lang erfolgten. Bemerkenswert ist der Verlauf der Plasmaglukose bei dieser vermehrten Ein-

nahme von Glukose, n�amlich sinkt die Plasmaglukose durch die erh�ohte Insulinkonzentration

stark unter den Normalwertbereich und pendelt sich sogleich durch den Anstieg der Gluka-

gonkonzentration um den Anfangswert ein. Dieses Simulationsergebnis zeigt den sogenannten

Hypoglyk�amischen Schock an, bei dem es nach einer stark erh�ohten Blutzuckerkonzentration

zu einem kurzfristigen Unterschreiten der Normwerte kommt.

Weiters untersuchten wir das System unter der Annahme einer mehrmaligen oralen Gluko-

seeinnahme von 2.6 mmol/l/min zehn Minuten lang mit einer Periode von 60 Minuten. Die

typischen Ergebnisse der Glukose-, Insulin- und Glukagonkonzentrationsverl�aufe sind in Ab-

bildung 43 dargestellt.

Aber es wurden nicht nur die Konzentrationsverl�aufe bei Glukosezufuhren berechnet, wir

untersuchten auch das Verhalten des Modells bei intraven�osen Injektionen von den Regelungs-

hormonen Insulin, Glukagon und Adrenalin. Die Abbildungen 44 und 45 veranschaulichen die

Ergebnisse der Simulationsl�aufe. Beim intraven�osen Insulintoleranz-Test (IVITT) gaben wir

3500 mU/min Insulin eine Minute als Input in das Kompartiment des Plasmainsulins. 250

�g/min Glukagon eine Minute lang war die Menge der Glukagoninjektion (cf. Abbildung 44).

Die Auswirkungen von einem pl�otzliche Adrenalinanstieg auf die Plasmaglukose und auf das

Plasmainsulin, wie es in Schock- und Stre�situationen zu beobachten ist, sind in der Abbil-

dung 45 dargestellt. Hier ist deutlich ersichtlich, da� Adrenalin keinen so gro�en Ein
u� auf

die Regelung des Kohlenhydratsto�wechsels aus�ubt, da die Glukosekonzentration nur um ca.

0.45 mmol/l anstieg, obwohl die Adrenalinmenge sehr hoch gew�ahlt wurde (30 mg/min eine
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Abbildung 43: Wiederholte orale Glukosezufuhr.
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Abbildung 44: Intraven�oser Insulintoleranz-Test und Glukagoninjektion.

Minute lang).

Au�erdem wurde noch eine pathologische Situation, n�amlich eine verringerte Enzymaktivit�at

der Glukokinase simuliert. In Abbildung 46 ist das Ergebnis bei dem oben beschriebenen

IVGTT f�ur die portale Glukose aufgezeichnet. Die Glukokinaseaktivit�at wurde um 20% re-

duziert, indem f5(x2) mit dem entsprechenden Faktor von 0.2 multipliziert wurde. Somit

wurde eine Situation von einer Art des Diabetes mellitus simuliert, n�amlich eine ungen�ugen-

de Insulinwirkung auf die Enzymaktivit�at. Daher kommt es auch bei einer 20 prozentigen

Verringerung der Umwandlung von Glukose in Glukose-6-phosphat zu einem Anstieg in der
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Abbildung 45: Adrenalinzufuhr.
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Abbildung 46: Verringerte Glukokinaseaktivit�at beim IVGTT.

Blutglukosekonzentration, was auch einen erh�ohten Steady-State Blutzuckerspiegel nach sich

zieht.

5.4 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurden vier Modelle f�ur den Kohlenhydratsto�wechsel vorgestellt, wobei

das Modell von Bolie und das Modell von Berger/Rodbard Minimalmodelle sind, w�ahrend hin-

gegen das Modell von Cobelli und das Modell von Cramp and Carson eine komplexe Struktur

aufweisen. Der Unterschied zwischen dem Modell von Cobelli und dem Modell von Cramp

and Carson liegt zum einen in der Auswahl der einzelnen physiologischen Prozesse, die am
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Glukosesto�wechsel beteiligt sind, und zum anderen in der mathematischen Beschreibung die-

ser Vorg�ange. W�ahrend Cobelli et al. eine sigmoidartige Relation w�ahlten, ziehen Cramp and

Carson eine Beschreibung mit einer Michaelis-Menten-Gleichung vor. Auch in der Art und

Anzahl der Kompartimente liegt ein gro�er Unterschied dieser zwei Modelle. Eines der Haupt-

merkmale beim Modell von Cramp and Carson ist die Betonung des Glukose-6-phosphates als

zentrale Rolle im Kohlenhydratsto�wechsel. Durch diese Ann�aherung an das Modell treten

auch die Enzymreaktionen, die durch die Substanzen Hexokinase, Glukokinase und Glukose-

6-phosphatase hervorgerufen werden, in den Vordergrund. Au�erdem liegt das Gewicht der

Modellierung bei Cramp and Carson auf dem hepatischen Kreislauf, w�ahrend beim Modell

von Cobelli auch gro�e Beachtung auf den peripheren Kreislauf gelegt wurde. Beim Modell

von Cobelli wurde jedoch nicht R�ucksicht genommen, eine Glukosezufuhr �uber den Verdau-

ungstrakt zu geben. Somit ist es mit dem Modell von Cobelli et al. nicht m�oglich, den heute

verbreiteten oralen Glukosetoleranz-Test zu simulieren.

Beim Modell von Cramp and Carson wurde diese M�oglichkeit ber�ucksichtigt, indem durch

ein Kompartiment f�ur die portale Glukose eine orale Einnahme von Glukose �uber den Verdau-

ungstrakt modelliert werden kann. Daher kann das Modell von Cramp and Carson auch besser

im klinischen Bereich eingesetzt werden, da ein intraven�oser Glukosetoleranz-Test nach [26]

nur selten angewendet wird. Um das Modell f�ur Patienten hilfreich zu gestalten, m�u�ten die

Parameter f�ur jeden einzelnen Menschen und vor allem f�ur Diabetiker jeweils neu bestimmt

werden oder je nach Wissenstand �uber eventuelle pathologische hormonelle Wirkungen neu

gesetzt werden. Eine derartige Parametersch�atzung l�a�t sich zum Beispiel mit dem Verfahren

von Hooke and Jeeves, wie es in dieser Arbeit besprochen wurde, bewerkstelligen.

Eine weitere m�ogliche Modi�kation w�are, eine feinere Unterteilung des Insulinteilsystems

in das Modell einzubauen oder auch im Falle eines insulinabh�angigen Diabetikers ein Insu-

linsystem unabh�angig von den anderen Kompartimenten einzusetzen, wie es zum Beispiel im

Modell von Berger/Rodbard vorgef�uhrt wurde.

Es ist bemerkenswert, da� Modelle f�ur den Kohlenhydratsto�wechsel haupts�achlich im

Zeitraum von 1961 bis Anfang der 80-iger Jahre gebildet wurden und seit vielen Jahren keine

wesentlichen Neuentwicklungen in der Literatur zu �nden sind. Die bis heute g�angigen Mo-

delle sind als nicht zuverl�a�lich einzustufen. Es erscheint erstrebenswert, Neuentwicklungen

von Modellen durchzuf�uhren, welche den inzwischen stark angewachsenen Wissenstand der

Physiologie des Kohlenhydratsto�wechsels ber�ucksichtigen.
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A Anhang

A.1 Tabelle f�ur Laplacetransformierte

Hier geben wir eine Tabelle von jenen Funktionen an, die wir in unseren Beispielen benutzten.

Eine vollst�andigere Liste kann der Leser in [33] oder [32] �nden.

f(t) L[f(t)]

k k
s

Æ(t) 1

e�at 1
s�a

t 1
s2

�ae�at s
s+a

cos(at) s
s2+a2

sin(at) a
s2+a2

A.2 Einheiten f�ur Masse, Sto�menge und Konzentration

In der Physiologie und in der Pharmakokinetik werden f�ur Masse, Sto�menge und Konzen-

tration oft verschiedene Einheiten angegeben. In diesem Anhang wollen wir nun einen kleinen
�Uberblick �uber die Einheiten diese Gr�o�en geben.

Die SI-Einheit (=Systeme International d'Unit�es) der Masse ist kg (Kilogramm). Die Sto�-

menge, eine der Masse �ahnliche Me�gr�o�e, wird in mol (Mol) angegeben. Ein Mol ist diejenige

Masse eines Sto�es, die angibt, wievielmal mehr Masse das Atom oder Molek�ul hat als ein

Zw�olftel des 12C-Atoms. Die Masse des Insulin wird auch oft in Insulineinheiten (U) quanti-

siert. Dabei entspricht eine Insulineinheit etwa 45 �g kristallisiertem Insulins [20].

Bei der Konzentration unterscheiden wir zwischen der Massenkonzentration und der Sto�-

mengenkonzentration (= molare Konzentration). Die SI-Einheit der Massenkonzentration ist

g=l, die SI-Einheit der Sto�mengenkonzentration ist mol=l.

B ACSL-Programme

B.1 ACSL-Programme f�ur den Metabolismus des Bilirubin

Zwei- und Drei- Kompartimentmodell Mit dem folgenden Programm simulierten wir

den Bilirubinsto�wechsel mit einem Zwei- so wie mit einem Drei- Kompartimentmodell. Mit

dem Drei- Kompartimentmodell berechneten wir auch das Verhalten des Bilirubin in den

pathologischen F�allen eines Gilbertschen und eines Crigler- Najjar- Syndroms. Die Werte f�ur

die Parameter und f�ur die Anfangswerte entnahmen wir aus der Literatur [4, 10].

PROGRAM Bilirubin02

! Programm fuer zwei lineare, zeitinvariante Kompartimentmodelle

! des Bilirubinmetabolismus.
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! 2 Kompartimente: y1...Plasma , y2...Leber

! 3 Kompartimente: x1...Plasma , x2...Leber

! x3...Extravasculaeres Gewebe

! Parameterwerte fuer Normalgesunde so wie

! Parameterwerte beim "Gilbertschen Syndrom"

! Parameterwerte beim "Crigler-Najjar Syndrom"

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!! 2-Kompartimentmodell !!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!! Werte fuer Normalgesunden !!!!

CONSTANT y1ic=13. ! Anfangsmasse im Plasma (mg)

CONSTANT y2ic=0. ! Anfangsmasse Leber (mg)

CONSTANT f21=0.023 , f12=0.0065 , f02=0.011 ! Transferraten

CONSTANT Vol1=45.6 ! Volumen Plasma (ml)

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!! 3-Kompartimentmodell !!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!! Werte fuer Normalgesunde !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

CONSTANT x1ic=13. ! Anfangsmasse im Plasma (mg)

CONSTANT x2ic=0. ! Anfangsmasse Leber (mg) ( 18. in SteadyState)

CONSTANT x3ic=0. ! Anfangsmasse im Extravasculaerem Gewebe (mg)

! ( 36. in SteadyState)

CONSTANT k21=0.023 , k31=0.0047 , k13=0.0017 ! Transferraten

CONSTANT k12=0.0065 , k02=0.011 ! Transferraten

CONSTANT V1=45.6 ! Volumen Plasma (ml)

! CONSTANT V2=63.14 ! Volumen Leber (ml)

! CONSTANT V3=126.28 ! Volumen Extravasculaerem Gwebe (ml)

!!!!!! Werte beim Gilbertschen Syndrom !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

CONSTANT xg1ic=13. ! Anfangsmassen bleiben gleich ? Plasma

CONSTANT xg2ic=0. ! Leber ( 18. in SteadyState)

CONSTANT xg3ic=0. ! Extravasculaerem Gewebe ( 36. in SteadyState)

CONSTANT kg21=0.0097 , kg31=0.0016 , kg13=0.0017 ! Transferraten

CONSTANT kg12=0.0065 , kg02=0.0052 ! Transferraten

CONSTANT Vg1=45.6 ! Volumen Plasma (ml)
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!!!!! Werte beim Crigler-Najjar-Syndrom !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

CONSTANT xcn1ic=13. ! Anfangsmassen bleiben gleich? Plasma

CONSTANT xcn2ic=0. ! Leber ( 18. in SteadyState)

CONSTANT xcn3ic=0. ! Extravasculaerem Gewebe (36. in SteadySteate)

CONSTANT kcn01=0.00028, kcn02=0., kcn03=0., kcn12=0.118 ! Transferraten

CONSTANT kcn21=0.0386 , kcn13=0.00433 , kcn31=0.00283 ! Transferraten

CONSTANT Vcn1=45.6 ! Volumen Plasma (ml)

!!!!!! Simulationszeit !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

CONSTANT tf=1800. ! Simulationszeit (min)

INITIAL

! c1ic=x1ic/V1 ! Anfangskonzentration im Plasma (mg/ml)

! c2ic=x2ic/V2 ! Anfangskonzentration in der Leber (mg/ml)

! c3ic=x3ic/V3 ! Anf.Konz. im Extravasculaerem Gew. (mg/ml)

END

DYNAMIC

ALGORITHM ialg=4 ! Runge Kutta 2. Ordnung

CINTERVAL cint=1 ! Kommunikationsinterval

MAXTERVAL maxt=0.05 ! Interval fuer die Integration

NSTEPS nstp=1

DERIVATIVE

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!! 2-Kompartimentmodell !!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

imp=PULSE(0.,100000.,1.)

! Schnell verabreichter Indikator (mg)

! Zum Zeitpkt 0, 1 Sekunde lang

y1=INTEG(-f21*y1+f12*y2+imp,y1ic)

! Kompartimentgleichung fuer das Plasma

y2=INTEG(-(f02+f12)*y2+f21*y1,y2ic)

! Kompartimentgleichung fuer die Leber
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!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!! 3-Kompartimentmodell !!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!! Gleichungen fuer Normalgesunden !!!!!!!!!!!!!!!

u=PULSE(0.,100000.,1.)

! Schnell verabreichter Indikator (mg)

! Zum Zeitpkt 0, 1 Sekunde lang

x1=INTEG(-(k21+k31)*x1+k13*x3+k12*x2+u,x1ic)

! Kompartimentgleichung fuer das Plasma

x2=INTEG(-(k02+k12)*x2+k21*x1,x2ic)

! Kompartimentgleichung fuer die Leber

x3=INTEG(-k13*x3+k31*x1,x3ic)

! Kompartimentgleichung fuer das extravasculaere Gew.

!!!!!!!!!!!!! Gleichungen bei Gilbertschen Syndrom !!!!!!!!!!!

ug=PULSE(0.,100000.,1.)

! Schnell verabreichter Indikator (mg)

! Zum Zeitpkt 0, 1 Sekunde lang

xg1=INTEG(-(kg21+kg31)*xg1+kg13*xg3+kg12*xg2+ug,xg1ic)

! Kompartimentgleichung fuer das Plasma

xg2=INTEG(-(kg02+kg12)*xg2+kg21*xg1,xg2ic)

! Kompartimentgleichung fuer die Leber

xg3=INTEG(-kg13*xg3+kg31*xg1,xg3ic)

! Kompartimentgleichung fuer das extravasculaere Gew.

!!!!!!!!!!!! Gleichungen bei Crigler-Najjar-Syndrom !!!!!!!!!

ucn=PULSE(0.,100000.,1.)

! Schnell verabreichter Indikator (mg)

! Zum Zeitpkt 0, 1 Sekunde lang

xcn1=INTEG(-(kcn01+kcn21+kcn31)*xcn1+ &

kcn13*xcn3+kcn12*xcn2+ucn,xcn1ic)

! Kompartimentgleichung fuer das Plasma
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xcn2=INTEG(-(kcn02+kcn12)*xcn2+kcn21*xcn1,xcn2ic)

! Kompartimentgleichung fuer die Leber

xcn3=INTEG(-(kcn13+kcn03)*xcn3+kcn31*xcn1,xcn3ic)

! Kompartimentgleichung fuer das extravasculaere Gew.

END

!!!! Konzentrationen (mg/ml) !!!!!!!

con1=y1 / Vol1 ! Konzentration im Plasma (2-Komp.modell)

c1=x1 / V1 ! Konzentration im Plasma fuer Normalgesunden

cg1=xg1 / Vg1 ! Konzentration im Plasma bei Gilbertschen Syndrom

ccn1=xcn1 / Vcn1 ! Konzentration im Plasma bei Crigler-Najjar-Syndrom

!!!! Konjugierungsmenge (mg) !!!!!!

kon=k02*x2 ! Normalgesunde

kog=kg02*xg2 ! Gilbertsches Syndrom

!!!! Unterschiede in den Konzentrationen im Plasma (mg/ml) !!!!

dc23=(con1-c1) ! Differenz zw. 2- und 3-Komp.modell

dcng=-(c1-cg1) ! Zwischen Normalgesunden und bei Gilbertschen S.

dcncn=-(c1-ccn1) ! Normalgesunden und Crigler-Najjar-Syndrom

dcgcn=-(cg1-ccn1) ! Gilbertsches und Crigler-Najjar-Syndrom

!!!! Unterschiede in den Massen (mg) !!!!

dm23=(x2-y2) ! Masse in der Leber zw. 2- und 3-Komp-modell

dmlng=-(x2-xg2) ! Leber Normalgesunder Gilbertsches Syndrom

dmlncn=-(x2-xcn2) ! Leber Normalgesunder Crigler-Najjar-Syndrom

dmlgcn=-(xg2-xcn2) ! Leber Gilbertsches- Crigler-Najjar-Syndrom

dmeng=-(x3-xg3) ! Extravasc. Gew. Normalgesunder Gilbertsches S.

dmencn=-(x3-xcn3) ! Extravasc. Gew. Normalgesunder Crigler-Najjar S.

dmegcn=-(xg3-xcn3) ! Extravasc. Gew. Gilbertsches- Crigler-Najjar S.

!!!! Simulationsabbruch !!!!

TERMT (t.GE.tf)
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END

TERMINAL

END

END

Sechs- Kompartimentmodell Das folgende Programm schrieben wir, um ein Modell des

Bilirubinsto�wechsels mit sechs Kompartimenten zu realisieren. Weiters bauten wir noch f�unf

Kompartimente ein, die die Funktion einer Verz�ogerung zwischen f�unften und sechsten Ko-

martiment erf�ullen.

PROGRAM Bilrubin06

! Programm fuer ein lineares, zeitinvariantes Kompartimentmodell

! des Bilirubinmetabolismus.

! 6 Kompartimente: x1...Plasma unkonjugiert

! x2...Leber unkonjugiert

! x3...Extravasculaeres Gewebe unkonjugiert

! x4...Plasma + extravasc.Gew. konjugiert

! x5...Leber konjugiert

! xd1-xd5...Verzoegerung zw. Komp. 5 und 6

! x6...Galle konjugiert

! Parameterwerte entstanden durch Experimente

! an Ratten. (cf. Carsen, Cobelli, Finkenstein)

CONSTANT x1ic=0. ! Anfangsmasse im Plasma unkonjug. (mg)

CONSTANT x2ic=0. ! Anfangsmasse Leber unkonj. (mg)

CONSTANT x3ic=0. ! Anfangsmasse im Extravasculaerem Gewebe unkonj.(mg)

CONSTANT x4ic=0. ! Anfangsmasse in Plasma + Extravasc. Gew. konj.(mg)

CONSTANT x5ic=0. ! Anfangsmasse in Leber konj. (mg)

CONSTANT x6ic=0. ! Anfangsmasse in der Galle konj. (mg)

CONSTANT k21=0.278 , k31=0.113 , k13=0.198 ! Transferraten

CONSTANT k12=0.294 , k06=0.1 ! k06 nicht angegeben

CONSTANT k52=1.2 , k54=0.01 , k45=0.102 ! Transferraten

CONSTANT kd5=0.415 , kd=0.57 ! Transferraten

CONSTANT V1=17. ! Volumen Plasma unkonjugiert (ml)

CONSTANT V4=166. ! Volumen Plasma + Extravasc. Gew. konj. (ml)

CONSTANT impme=10. ! Masse, die beim Impuls verabreicht wird (mg)

CONSTANT impdau=5. ! Impulsdauer (min)

!!!!!! Simulationszeit !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

80



CONSTANT tf=240. ! Simulationszeit (min)

INITIAL

END

DYNAMIC

ALGORITHM ialg=4 ! Runge Kutta 2. Ordnung

CINTERVAL cint=0.5 ! Kommunikationsinterval

MAXTERVAL maxt=0.005 ! Interval fuer die Integration

NSTEPS nstp=1

DERIVATIVE

u=impme*PULSE(0.,100000.,impdau)

! Schnell verabreichter Indikator (mg)

! Zum Zeitpkt 0, 5 Sekunden lang

x1=INTEG(-(k21+k31)*x1+k13*x3+k12*x2+u,x1ic)

! Kompartimentgleichung fuer das Plasma unkonj.

x2=INTEG(-(k12+k52)*x2+k21*x1,x2ic)

! Kompartimentgleichung fuer die Leber unkonj.

x3=INTEG(-k13*x3+k31*x1,x3ic)

! Kompartimentgleichung fuer das extravasculaere

! Gewebe unkonj.

x4=INTEG(-k54*x4+k45*x5,x4ic)

! Kompartimentgleichung Plasma +

! extravasc. Gew. konjugiert

x5=INTEG(-(k45+kd5)*x5+k52*x2+k54*x4,x5ic)

! Kompartimentgleichung fuer Leber konjugiert

xd1=INTEG(-kd*xd1+kd5*x5,0.)

! 1. Verzoegerung

xd2=INTEG(-kd*xd2+kd*xd1,0.)

! 2. Verzoegerung

xd3=INTEG(-kd*xd3+kd*xd2,0.)

! 3. Verzoegerung
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xd4=INTEG(-kd*xd4+kd*xd3,0.)

! 4. Verzoegerung

xd5=INTEG(-kd*xd5+kd*xd4,0.)

! 5. Verzoegerung

x6=INTEG(-k06*x6+kd*xd5,x6ic)

! Kompartimentgleichung fuer Galle konjugiert

END

c1=x1 / V1 ! Konzentration im Plasma unkonjugiert (mg/ml)

ckonj=x6 / V4 ! Konzentration des ausgeschiedenen konj. Bilirubins

ml=x2+x5 ! Masse in Leber ( unkonjug. + konj.)

TERMT (t.GE.tf)

END

TERMINAL

END

END

B.2 ACSL-Programme f�ur den Kohlenhydratsto�wechsel

Der folgende Programmtext wurde geschrieben, um das Modell von Cramp and Carson zu si-

mulieren. Die Inputs in den einzelnen Kompartimenten wurden mit dem Befehl PULSE nach-

geahmt und sind jeweils entsprechend abzu�andern. Variablenbezeichnungen stimmen zum Teil

nicht mit den mathematischen Bezeichnungen im Kapitel �uber den Kohlenhydratsto�wechsel

�uberein, aus dem einfachen Grund, um das Computerprogramm lesbarer zu gestalten.

PROGRAM Glucose1

!!!! Programm fuer den Kohlenhydratstoffwechsel

!!!! mit dem Modell von Cramp and Carson

!!!! Fuer eine Person mit 70 kg (Plasma Volume=3.2l, und

!!!! liver mass=1.5 kg)

CONSTANT x1ic=0.005 ! Anfangsmasse Plasma glucose (M)

CONSTANT x2ic=0.0003 ! Liver glucose-6-phosphate (M)

CONSTANT x3ic=0.25 ! Liver glycogen (M)

CONSTANT x4ic=30. ! Plasma insulin (mU)
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CONSTANT x5ic=0.32 ! Plasma glucagon (myg)

CONSTANT x6ic=0.16 ! Plasma adrenalin (mg)

CONSTANT x7ic=0.005 ! Portal glucose (M)

CONSTANT x8ic=30. ! Portal insulin (mU)

CONSTANT x9ic=0.32 ! Portal glucagon (myg)

CONSTANT Vp=3.2 ! Plasma Volume and hormonal distribution volume (l)

CONSTANT Lm=1.5 ! Liver mass (kg)

CONSTANT tf=120. ! Simulationszeit (min)

INITIAL

END

DYNAMIC

ALGORITHM ialg=5

CINTERVAL cint=0.1

MAXTERVAL maxt=0.005

NSTEPS nstp=1

DERIVATIVE

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Plasma Glucose !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

egr=0.!0.0025*PULSE(0.,10000.,12.) ! Exogenous glucose dose rate

a=FCNSW(x4-300.,(6.82*x2)/(2.+1000.*x2),(6.82*x2)/(2.+1000.*x2), &

(6.82*x2)/(2.+1000.*x2*(x4-293.)/7.))

! influence of insulin, Glukoneogenese

IF (x4 .GT. 65. .AND. x4 .LE. 700. .AND. x5 .LE. 0.42) THEN

b=(0.25*x1)/(22.7+1150.*x1)

ELSE IF (x4 .GT. 65. .AND. x4 .LE. 700. .AND. x5 .GT. 0.42) THEN

b=(0.215*x1)/(22.7+1150.*x1)

ELSE IF (x4 .GT. 700.) THEN

b=(0.25*x1*(x4-699.))/(22.7+1150.*x1*(x4-699.))

ELSE IF (x4 .LE. 65.) THEN

b=0.

END IF

! influence of insulin and glucagon, Glykolyse
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x1d=egr+0.025*(x7-x1)-0.15*x1+a-b!-0.000139

x1=INTEG(x1d,x1ic) ! Equation for plasma glucose

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Portal Glucose !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

girfg=0.!0.00096*PULSE(0.,100000.,30.) ! glucose input rate from gut

x7d=0.15*x1-(4.27*x7)/(22.7+1150.*x7)+0.025*(x1-x7)+girfg

x7=INTEG(x7d,x7ic) ! Equation for portal glucose

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Glucose-6-phosphate !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

IF (x8 .GE. 32. .AND. x3 .LE. 0.5 .AND. x9 .LE. 0.33) THEN

d=(1.25*x2)/(0.10722+1848.3*x2)

ELSE IF (x8 .LT. 32. .OR. x3 .GT. 0.5 .OR. x9 .GT. 0.33) THEN

d=0.

END IF

! Glykogenese

IF (x9 .GE. 0.33 .OR. x6 .GE. 0.32) THEN

e=(0.03-31.2*x2)/(32.-1000.*x2+11.1/(4000.*x2+1))

ELSE IF (x9 .LT. 0.33 .AND. x6 .LT. 0.32) THEN

e=0.

END IF

! Glykogenolyse

x2d=0.005-16.23*x2+(4.27*x7)/(22.7+1150.*x7)-a-d+e

x2=INTEG(x2d,x2ic) ! Equation for glucose-6-phosphate

!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Glycogen !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!
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IF (x9 .GE. 0.33 .OR. x6 .GE. 0.32) THEN

e1=(0.03-31.2*x2)/(32.-1000.*x2+11.1/(4000.*x2+1))

ELSE IF (x9 .LT. 0.33 .AND. x6 .LT. 0.32) THEN

e1=0.

END IF

! Glykogenolyse

x3d=d-e1

x3=INTEG(x3d,x3ic) ! Equation for glycogen

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Plasma Insulin !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

eir=0.!3500.*PULSE(0.,100000.,1.) ! Exogenous insulin dose rate

!!!! function defining insulin loss !!!!

IF (x4 .EQ. 0.) THEN

insloss=4.0

ELSE IF (x4 .GT. 0. .AND. x4 .LE. 86.4) THEN

insloss=((6.3-4.0)/(86.4))*x4+(4.0)

ELSE IF (x4 .GT. 86.4 .AND. x4 .LE. 112.0) THEN

insloss=((7.3-6.3)/(112.0-86.4))*x4+ &

(6.3-((7.3-6.3)/(112.0-86.4))*86.4)

ELSE IF (x4 .GT. 112.0 .AND. x4 .LE. 128.0) THEN

insloss=((15.7-7.3)/(128.0-112.0))*x4+&

(7.3-((15.7-7.3)/(128.0-112.0))*112.0)

ELSE IF (x4 .GT. 128.0 .AND. x4 .LE. 150.4) THEN

insloss=((39.8-15.7)/(150.4-128.0))*x4+ &

(15.7-((39.8-15.7)/(150.4-128.0))*128.0)

ELSE IF (x4 .GT. 150.4 .AND. x4 .LE. 176.0) THEN

insloss=((61.3-39.8)/(176.0-150.4))*x4+ &

(39.8-((61.3-39.8)/(176.0-150.4))*150.4)

ELSE IF (x4 .GT. 176.0 .AND. x4 .LE. 217.6) THEN

insloss=((93.7-61.3)/(217.6-176.0))*x4+ &

(61.3-((93.7-61.3)/(217.6-176.0))*176.0)

ELSE IF (x4 .GT. 217.6 .AND. x4 .LE. 230.6) THEN

insloss=((115.0-93.7)/(230.6-217.6))*x4+ &

(93.7-((115.0-93.7)/(230.6-217.6))*217.0)
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ELSE IF (x4 .GT. 230.6 .AND. x4 .LE. 272.0) THEN

insloss=((174.0-115.0)/(272.0-230.6))*x4+ &

(115.0-((174.0-115.0)/(272.0-230.6))*230.6)

ELSE IF (x4 .GT. 272.0 .AND. x4 .LE. 291.0) THEN

insloss=((227.2-174.0)/(291.0-272.0))*x4+ &

(174.0-((227.2-174.0)/(291.0-272.0))*272.0)

ELSE IF (x4 .GT. 291.0 .AND. x4 .LE. 500.0) THEN

insloss=((450.0-227.2)/(500.0-291.0))*x4+ &

(227.2-((450.0-227.2)/(500.0-291.0))*291.0)

END IF

!!!!!!!

x4d=0.267*x8-0.134*x4-insloss+eir

x4=INTEG(x4d,x4ic) ! Equation for Plasma insulin

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Portal Insulin !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

f=FCNSW(x7-0.005,0.,0.,18000.*(x7-0.005))

g=FCNSW(x7d,0.,0.,36000.*x7d)

x8d=4.+0.134*x4-0.267*x8+g+f

x8=INTEG(x8d,x8ic) ! Equation for portal insulin

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Plasma Glucagon !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

eglr=0.!250.*PULSE(0.,10000.,1.) ! exogenous glucagon dose rate

x5d=0.9063*(x9-x5)+eglr

x5=INTEG(x5d,x5ic) ! Equation for plasma glucagon

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Portal Glucagon !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

h=FCNSW(x7-0.009,10.*(0.009-x7),0.,0.)

i=FCNSW(x8-1150.,0.00003*(1150.-x8),0.,0.)
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x9d=0.0164+0.625*x5-0.9063*x9+i+h

x9=INTEG(x9d,x9ic) ! Equation for portal glucagon

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Plasma Adrenalin !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

ear=0.!300.*PULSE(0.,10000.,1.) ! exogenous adrenalin dose rate

j=FCNSW(x7-0.005,180.*(0.005-x7),0.,0.)

k=FCNSW(x7d,90.*(-x7d),0.,0.)

x6d=0.9+j+k-5.62*x6+ear

x6=INTEG(x6d,x6ic) ! Equation for plasma adrenalin

END

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!! Concentrations of the compartments !!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

conx1=1000.*x1 ! (mmol/l) Plasma glucose

conx4=x4/Vp ! (myU/l) Plasma insulin

conx5=x5/1000.*Vp ! (myg/ml) Plasma glucagon

conx6=x6/Vp ! (myg/ml) Plasma adrenalin

conx7=1000.*x7 ! (mmol/l) Portal glucose

conx8=x8/1000.*Vp ! (mU/l) Portal insulin

conx9=1000000.*x9/1000.*Vp ! (pg/ml) Portal glucagon

TERMT (t .GE. tf)

END

TERMINAL

END

END

B.3 ACSL-Programm f�ur die metabolischen Prozesse beim Kohlenhydrat-

sto�wechsel

Mit diesem Programm berechneten wir die die Glykolyse, die Glukoneogenese, die Glykogenese

und die Glykogenolyse, wie sie im Modell von Cramp and Carson modelliert wurden. Die

Werte f�ur die Parameter und die Inkrementierungen m�ussen wieder jeweils angepa�t werden,
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je nachdem welcher physiologischer Vorgang simuliert werden m�ochte.

PROGRAM proz1

!!!! Programm fuer die einzelnen Enzymreaktionen beim Glukosestoffwechsel

!!!! mit dem Modell von Cramp and Carson

!!!! Fuer eine Person mit 70 kg (Plasma Volume=3.2l, und

!!!! liver mass=1.5 kg)

CONSTANT tf=0.0005

INITIAL

L1..CONTINUE

END

DYNAMIC

ALGORITHM ialg=5

CINTERVAL cint=0.00001

MAXTERVAL maxt=0.000001

NSTEPS nstp=1

DERIVATIVE

CONSTANT ins1=30.

CONSTANT ins1inc=10.

CONSTANT ins1end=31.

gltog6p=(4.27*t)/(22.7+1150.*t) ! Umwandlung Glukose G6P

! t...Plasmaglukose

a=FCNSW(ins1-300.,(6.82*t)/(2.+1000.*t),(6.82*t)/(2.+1000.*t), &

(6.82*t)/(2.+1000.*t*(ins1-293.)/7.))

! Glukoneogenese abhaengig von G6P und Plasmainsulin

! t...G6P

CONSTANT gluka=0.42

!CONSTANT glukainc=0.15

!CONSTANT glukaend=0.5

IF (ins1 .GT. 65. .AND. ins1 .LE. 700. .AND. gluka .LE. 0.42) THEN

b=(0.25*t)/(22.7+1150.*t)
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ELSE IF (ins1 .GT. 65. .AND. ins1 .LE. 700. .AND. gluka .GT. 0.42) &

THEN

b=(0.215*t)/(22.7+1150.*t)

ELSE IF (ins1 .GT. 700.) THEN

b=(0.25*t*(ins1-699.))/(22.7+1150.*t*(ins1-699.))

ELSE IF (ins1 .LE. 65.) THEN

b=0.

END IF

! Glykolyse t...Plasmaglukose

CONSTANT glyk=0.4

IF (ins1 .GE. 32. .AND. glyk .LE. 0.5 .AND. gluka .LE. 0.35) THEN

d=(1.25*t)/(0.10722+1848.3*t)

ELSE IF (ins1 .LT. 32. .OR. glyk .GT. 0.5 .OR. gluka .GT. 0.35) THEN

d=0.

END IF

! Glykogenese t...G6P

CONSTANT adr=0.4

IF (gluka .GE. 0.33 .OR. adr .GE. 0.32) THEN

e=(0.03-31.2*t)/(32.-1000.*t+11.1/(4000.*t+1))

ELSE IF (gluka .LT. 0.33 .AND. adr .LT. 0.32) THEN

e=0.

END IF

! Glykogenolyse t...G6P

END

TERMT (t .GE. tf)

END

TERMINAL

CALL LOGD (.TRUE.)

ins1=ins1+ins1inc

IF (ins1 .LE. ins1end) GO TO L1

!gluka=gluka+glukainc

!IF (gluka .LE. glukaend) GO TO L1

END

END
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