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Einleitung

Soweit sich die Gesetze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht
gewifs, und soweit sie gewif$ sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirklichkeit.
Albert Einstein

In dieser Arbeit werden Kompartimentmodelle und ihre Anwendung im medizinischen Be-
reich behandelt. Diese Kompartimentmodelle kénnen insbesonders als Basis fiir Simulationen
physiologischer Prozesse dienen. Durch Simulation ist es dann auch mdéglich, quantitative
Ergebnisse des Metabolismus im menschlichen Kérper zu erhalten, die mit rein intuitiven
Uberlegungen nicht erzielt werden konnen. Besonders ausfithrlich wurden zwei Themengebie-
te behandelt, nimlich der Metabolismus des Bilirubin und der Kohlenhydratstoffwechsel. Es
wird dabei gezeigt, dal durch solche Simulationen Aussagen gewonnen werden kénnen, die fiir
die Losung klinisch diagnostischer Probleme herangezogen werden kénnen. Es ist natiirlich
nicht moglich, das metabolische Geschehen im Korper bis ins letzte Detail zu beschreiben.
Die Bildung von Modellen erfolgt immer im Zusammenhang mit einer vorgegeben konkreten
Problemstellung. Man strebt also bei der Modellierung einen nur so groflen Detailiertheitsgrad
an, der dieser konkreten Fragestellung angemessen ist.

In der vorliegenden Arbeit wird in Kapitel eins ein Uberblick iiber die im Bereich des
Metabolismus zum Einsatz kommenden Systeme gegeben.

Das zweite Kapitel behandelt ausfiihrlich die linearen, zeitinvarianten Kompartimentmo-
delle, deren mathematische Beschreibung durch ein System von gewohnlichen Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten erfolgt. Es werden zuerst Methoden zur analytischen
Losung der Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen mithilfe der Laplacetransformation
besprochen. Anschlieflend wird auf die numerische Lésung solcher Differentialgleichungssyste-
me eingegangen, wobei bei der Erorterung das Verfahren von Runge-Kutta verwendet wurde.

In Kapitel drei wird die Vorgehensweise bei der Parameteridentifikation beschrieben. Es
wird dabei die Methode der kleinsten Fehlerquadrate zugrunde gelegt und fiir die Minimums-
suche das auch im nichtlinearen Fall anwendbare Verfahren von Hooke and Jeeves ausgewihlt.

Die Kapitel vier und fiinf betreffen spezielle Kompartimentmodelle auf dem Gebiet des
Metabolismus und zwar Kompartimentmodelle fiir den Stoffwechsel des Bilirubin (Kapitel
vier) und Kompartimentmodelle des Kohlenhydratstoffwechsels (Kapitel fiinf). In diesen bei-
den Kapiteln werden Simulationen durchgefiihrt. Es werden die dabei erhaltenen Ergebnisse
in Diagrammform présentiert und die Aussagekraft dieser Ergebnisse kritisch diskutiert. Die
erwihnten Modelle des Bilirubinstoffwechsels (Kapitel vier) sind linear. In diesem Fall kénnen
die Differentialgleichungssysteme analytisch gelost werden, es erwies sich aber als wesentlich
zweckméBiger bei der vorliegenden Arbeit, dafiir numerische Verfahren anzuwenden. Die in
Kapitel fiinf behandelten Modelle sind hauptséchlich nichtlinear, die ebenfalls auf numerischen
Weg gelost werden. In diesem Fall wire an eine analytische Losung nicht zu denken.

Fiir alle Simulationen wurde ACSL (Advanced Continious Simulation Language) zum Ein-
satz gebracht, wobei als numerisches Verfahren das in dieser Sprache verfiigbare Verfahren von
Runge-Kutta (zweiter und vierter Stufe) gewahlt wurde.



1 Uberblick iiber die Kompartimentmodelle

Ein Kompartimentmodell ist ein Modell, das aus einer endlichen Anzahl ideal durchmisch-
ter, also homogener Teilsystemen, den Kompartimenten, besteht. Ein Kompartiment stellt
eine Ansammlung von Materie dar. Ein Austausch von Materie kann sowohl zwischen den
Kompartimenten als auch zwischen den Kompartimenten und der Systemumgebung erfolgen.
Die Stoffmenge oder Konzentration jedes Kompartiments wird durch eine Differentialgleichung
erster Ordnung beschrieben.

Ein Kompartimentmodell heifit offen, wenn ein Materieaustausch mit der Sytemumgebung
erfolgt, ist dagegen kein Materieaustausch zwischen der Systemumgebung und den Kompar-
timenten gegeben, spricht man von einem geschlossenen System.

Es werden nun einige Beispiele fiir Kompartimentmodelle angefiihrt, um ihre Mdéglichkeiten
zur Anwendung in der klinischen Praxis aufzuzeigen (noch ohne Angabe der Losung!).

Beispiel 1 (Drug Kinetics) In diesem Beispiel [2] werden Stoffwechselvorginge nach einer
oralen Einnahme eines Medikaments untersucht. Nach der Einnahme gelangt das Arzneimit-
tel in den Gastrointestinalen Trakt (GI-Trakt), geht in den Kreislauf iber und wird auf diese
Weise verteilt. Dort wird es metabolisiert und schlieflich eliminiert (siehe Abbildung 1). Im

1,(t)
Medikamentenaufnahme
1 | 2
Verteilung
Kos
Elimination

1....Gastrointestinaler Trakt

2....Blutkreislauf

Abbildung 1: Beispiel Kompartimentmodell fiir Drug Kinetics

folgenden wird das Kompartimentmodell in Form eines Differentialgleichungssystems formu-
liert:

'Dje Loésungsmethoden werden in Kapitel zwei vorgestellt



e z1(t) bezeichne die Stoffmenge des Medikaments in Kompartiment 1 (Gastrointestinaler
Trakt).

o 15(t) sei die Stoffmenge des Medikaments in Kompartiment 2 (Blutkreislauf).
o [(t) stellt die Zufuhrrate des Medikaments dar.

o koy ist der konstante Koeffizient, der die Verteilungsrate von Kompartiment 1 nach Kom-
partiment 2 angibt (GI-Trakt - Blutkreislauf).

o koo ist der konstante Koeffizient fiir die Angabe der Eliminationsrate.

Mithilfe der Gleichung fiir die Massenerhaltung gelangt man zu folgendem Differentialglei-
chungssystem:

% = I, — Verteilungsrate von 1 nach 2

% = Zufuhrrate — Eliminationsrate

und damait:

% = Il(t) — k21(L‘1

d
= ka1m1 — koawa

— dx1 4 ._ dra
=@ T2 = g

< 1(t) ) _ ( —ka1 0 ) ( z1(t) ) n < L(t) )

To(t) ko1 —ko2 2(t) 0

Von besonderer klinischer Bedeutung ist die Variable z2, also die Stoffmenge des Medika-
ments im Blutkreislauf. Auf der Basis dieses Kompartim‘entmodelles lassen sich Simulationen
durchfiihren, mit denen die Auswirkungen infolge der Anderungen von I1(t) (Dosierung der

Einnahme des Medikaments), z1(0), 2(0) (Anfangswerte), ko1 und koz auf den Stoffmengen-
verlauf von o dargestellt werden kénnen. ©

In Matrizenschreibweise erhdlt man ( 4y :

Beispiel 2 (Modifiziertes TYGSTRUP-Modell iiber den Galaktosemetabolismus)
Dieses Beispiel (aus [4]) betrifft ein Modell mit zwei Kompartimenten (intravasculdr und ex-
travasculdr) fir den Metabolismus der Galaktose (siehe Abbildung 2). Mit Vi und Vi werden
die Volumina und mit ¢y , cg die Konzentrationen bezeichnet. Der Materiequstausch zwischen
den Kompartimenten erfolgt durch Diffusion, die durch die konstanten Koeffizienten ke; und
kie beschrieben wird. Die Aufnahme @ der intravasculdren Konzentration von Galaktose durch
die Leber wird mit einer Michaelis-Menten-Dynamik modeliert:

P — Vimer
K, +c

7



Abbildung 2: Beispiel Tygstrup-Modell vom Galaktosestoffwechsel

wobei V,, die mazimale Geschwindigkeit der Enzymreaktion ist, durch die die Galaktose in den
Leberzellen metabolisiert wird.

K, ist derjenige Wert der Konzentration, bei dem ® = %Vm gilt.

CR gibt die Rate der ,Renal Clearance“ an und wird als konstant angenommen.

u st eine Injektion von Galaktose.

Die mathematische Formulierung lautet:

é[ = _VLI[K‘::L‘T‘ICI + CR x Cr +d(C[ — CE) — u]

¢p = —V%(CE —cr)

d ist der Diffusionskoeffizient, der so gewdhlt wird, daff d = ke; Vi = kie Ve gilt.
In Matrizenschreibweise:

. Vi
(&)= g reRed G Y (o)LL)
3 vd —p-d cE Vi\ 0

Es kann mit diesem Kompartimentmodell der Konzentrationsverlauf von der intravasculdiren
Gualaktose berechnet werden, der nach einer Galaktoseinjektion erfolgt. ©

Beispiel 3 (Zwei Kompartimente) Abbildung 3 zeigt eine graphische Darstellung eines
Modells mit zwei Kompartimenten. Die Matrizschreibweise fiir ein Modell mit zwei Kom-

partimenten lautet: (&; 1= dlii, i=12)

<i“1>:<f11 f12>($1>+<f10>
T2 fo1 fa2 T2 fa0

2
fis = — Z i
J=0,j#i

Also wird mit f;; der Output definiert. Das System ist geschlossen, wenn fo; = 0,Vi. o

wobei
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Abbildung 3: Modell mit zwei Kompartimenten

Im ersten Beispiel (Drug Kinetics) und im dritten Beispiel (Zwei- Kompartimentmodell) waren
die Kompartimentmodelle lineare, zeitinvariante Kompartimentmodelle, hingegen wurden im
zweiten Beispiel (Galaktose) nichtlineare Funktionen (Michaelis-Menten-Dynamik) verwendet.

Im folgenden wird nun eine allgemeine Formulierung eines Kompartimentmodells darge-
legt. Es sei ein Modell mit n Kompartimenten aufgestellt. Wenn man nun die Dynamik des
Materieaustausches des i-ten Kompartiments betrachtet, so kann diese Dynamik mithilfe der
Gleichung der Massenerhaltung wiedergegeben werden. Somit gilt:

dxz;
dtl = Inputrate — Qutputrate
Mit Z = [z1, 22, ... ,%,]" wird der ,Massenvektor® und mit 7 = [py, pa, ... ,p,]” der Vektor der

Parameter, die bekannt oder unbekannt sein kénnen, notiert. f;; ist der Fractional-Transfer-
Koeffizient und gibt die Transferrate der Materie von Kompartiment j zu Kompartiment i an
(¢ # 7). fij ist eine nichtnegative Gréfle. Die Zeitvariable ¢ durchlauft zum Beispiel ein endliches
Intervall [0, tcy,q4]. Die allgemeinste Form der Gleichungen eines Kompartimentmodells kann
man nun folgendermaflen anschreiben:

% = fio(t) + Z fij(f(t),t,ﬁ)xj(t)— Z fji(f(t),t,mxi(t) (1)

J=1j# J=0,j71

Der Index 0 symbolisiert die Systemumgebung. Zur Losung dieser Differentialgleichungen,

sei es nun analytisch oder numerisch, miissen noch die Anfangsbedingungen fiir £ angeben

werden. Der Vektor der Anfangsbedingungen wird mit Zy = Z(to, p) bezeichnet. Oft gibt man
. o T o L.

noch einen Outputvektor § = [y1,Y2,... ,ym] an. ¥ kann zum Beispiel gemessene Werte oder

Konzentrationen (statt Stoffmengen, also y; = x;/V;) beinhalten und kann wiederum, im

allgemeinen Fall, eine Funktion von Z und p’ sein. Also

¥ = g(f(tvﬁ)vm



Mit diesem Outputvektor kann ein Kompartimentmodell in folgender Form angeschrieben
werden:

—~
o~

SN—
|

F(t) + ﬁ(t)] @)

g ist ein funktionaler Zusammenhang zwischen (t) und Z(t)

Man kann nun ausgehend vom allgemeinen Modell einige Spezialisierungen und Vereinfa-
chungen vornehmen, indem die Transferkoeffizienten spezifiziert werden. Es werden hier zwei
Unterscheidungen getroffen:

1. Die Koeffizienten der Transferrate sind Funktionen nur vom ,,Geberkompartiment*

2. fi; konnen Funktionen mehrerer z; sein, meistens jedoch Funktionen von ,,Geber“- und
LEmpfingerkompartiment

Der einfachste Fall ist die lineare Form, d.h., die f;; sind Konstante k;;. Gleichung (1)
kann dann angeschrieben werden:

dtz = kio + | Z .kijxj - Z .kjixi (3)
J=1,774 J=0,j71

Einen groflen Raum in der Literatur iiber die Kompartimentmodelle nimmt auch dieser lineare,
zeitinvariante Fall ein. Fiir viele Anwendungen in der Biomedizin und Physiologie reicht eine
lineare Modellierung aus, um die Dynamik eines Systems zu beschreiben. Ein Beispiel, das
spater niher untersucht wird, ist der Metabolismus des Bilirubin, der durch ein Modell mit drei
oder sechs Kompartimenten formuliert wird, je nachdem, ob nur das unkonjugierte Bilirubin
untersucht wird, oder auch das konjugierte Bilirubin mit in die Modellierung einbezogen wird.
Ebenfalls einen groflen Anteil in der Fachliteratur nimmt die Auffindung einer analytischen
Losung von linearen, zeitinvarianten Kompartimentmodellen ein. Dieser Lésungsweg wird im
néichsten Kapitel dargelegt.

Sei weiterhin der Koeffizient der Transferrate f;; nur vom Geberkompartiment z; abhingig,
diesesmal aber nicht linear. Ein h&ufiger nichtlinearer Fall stellt zum Beispiel die Michaelis-
Menten-Dynamik dar. Hier ist

(%7

fij()z;(t) = B+ ;0

T4 (t) (4)

mit: «;; ist eine Konstante der Dimension (Zeit) ! und ;; eine Konstante mit der gleichen
Einheit wie x;(t).

10



Eine Anwendung der Michaelis-Menten-Dynamik wurde schon im Galaktosebeispiel aufge-
zeigt, eine weitere Anwendung wird an einem Modell fiir den Glukosestoffwechsel (siehe Ka-
pitel fiinf, Modell von Cramp and Carson) erértert.

Hier wird die sigmoidartige Relation erwdhnt, die in einem Modell mit Kontrollsystem
eingesetzt werden kann. Sie lautet:

fij = fijo + cuj * tanh[Bi(z; — zj, )] (5)

wobei
fi,jo = (fi:jh + fi:jl)

fign = fn(Taszp,...)

fig = filza, xp,...)

} Lo, Tp, - - - Stnd Kontrollvariable

(fign — figi)
2

aij =

dfi; _
dz; ‘ T =T @ijfij

fi,j, und f; j, sind also Funktionen einer oder mehrerer Kontrollvariablen. Wenn f; ;. und f; j,
als Konstante gewihlt werden, erhilt man ein Kompartimentmodell, in dem die Transferraten
nicht mehr Funktionen von mehreren Variablen sind. Eine Anwendung wird spéter anhand
eines Modells iiber den Glukosestoffwechsel (Kapitel fiinf, Modell von Cobelli et al.) behandelt,
in dem neben der Glukose auch die Kontroll- und Regelungshormone Insulin und Glukagon
Beriicksichtigung finden.

Zum Abschlufl dieses einleitenden Kapitels werden noch zwei spezielle Strukturen eines
Kompartimentmodelles herausgegriffen, ndmlich das Mammillary System und das Ca-
tenary System. Ein Mammillary System besteht aus einem zentralen Kompartiment oder
Mutterelement, das von (n-1) peripheren Kompartimenten (Tochterkompartimenten) umge-
ben wird. Ein Austausch von Materie erfolgt nur zwischen dem Mutterkompartiment und den
Tochterkompartimenten, jedoch ist kein Materieflufl zwischen den peripheren Kompartimenten
gegeben. Eine Anwendung eines sochen Systems wird am Beispiel des Bilirubinstoffwechsels
demonstriert. Auflerdem wird im néchsten Kapitel die analytische Losung eines Mammillary
Systems mit drei Kompartimenten untersucht.

Bei einem Catenary System sind die Kompartimente in Form einer Kette angeordnet, ein Aus-
tausch von Materie erfolgt nur zwischen benachbarten Kompartimenten. Abbildung 4 zeigt ein
Mammillary und ein Catenary System.
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Ein Mammillary System
fur drei Kompartimente

Ein Catenary System
fur drei Kompartimente

Abbildung 4: Mammillary und Catenary System
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2 Lineare, zeitinvariante Kompartimentmodelle

In diesem Kapitel geht es um die linearen, zeitinvarianten Syteme von Kompartimenten. Fiir
ein Modell mit p Kompartimenten, m Inputs sowie n Outputs wird folgende Notation ein-
gefiithrt:

i = AZ + Bi ©)
y = CIF
A = (a5)=1 P, (ags = S a) B = (b YISl O = ()P
= a’l])i:L...,p’ (@i := — , Z ,%z)v = ( zj)z':l,...,p &= (cl])izl,...,n'
. J=0,i#j
T = [jjlaj:%"' 7:tp]T7 z= [:ElaxZa"' 7xp]T7 U= [u17u27"' 7up]T7 Zj: [y17y27"' 7yp]T

Die a;j, bj; und ¢;; sind Konstante.
Es wird von einer Kompartimentmatriz gesprochen, wenn A folgende Eigenschaften hat:

® a; <0

® a;; >0, (1 #J)
p

* ). aij = —ay,

1=1

Auflerdem gilt:
P

lai 1> Y |aji|
=L

Fiir ein solches System wird nun bei gegebenen A, B, i, C eine Losung x(t) gefunden.

2.1 Analytische Losung

Der Beschreibung zur Gewinnung einer analytischen Losung wird ein Abriff der Laplacetrans-
formation vorangestellt. Mit der Laplacetransformation lassen sich ndmlich die linearen, zei-
tinvarianten Kompartimentmodelle besonders vorteilhaft 16sen. Die Ausfithrungen iiber die
Partialbruchzerlegung, iiber die Matrixalgebra und {iber die Eigenwerttheorie sollen fiir den
mathematisch nicht so gut vorgebildeten Leser die Verstédndlichkeit verbessern.

2.1.1 Mathematische Vorbereitungen

Abrif der Laplacetransformation Die Laplacetransformation kann vorteilhaft verwendet
werden, um gewohnliche, lineare Differentialgleichungen zu l6sen. Bei Anfangswertproblemen,
die bei Kompartimentmodellen gestellt sind, besteht der grofle Vorteil der Lésung der Differen-
tialgleichung mithilfe der Laplacetransformation darin, dafl man die gesuchte spezielle Losung
direkt erhéilt und nicht zuerst eine allgemeine Losung den Anfangswerten anpassen mufl. Ab-
bildung 5 zeigt den schematischen Rechengang zur Losung von gewohnlichen Differential-
gleichungen mittels Laplacetransformation. Bei der Losung der Differentialgleichungssysteme

13



Differentialgleichung

+ Anfangsbe= Losung y
dingungen
Laplacetransformation Ricktransformation
( Rechenregeln, Tabellen) ( Rechenregeln, Tabellen )

Lineare algebraische . .
Gleichungen Losung fur L{y}

Abbildung 5: Schema zur Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen mittels der £ -
transformation [32].

von Kompartimentmodellen mithilfe der Laplacetransformation erh&lt man oft gebrochen-
rationale Funktionen. Diese Funktionen zerlegt man in ihre Partialbriiche (siehe Partialbruch-
zerlegung ) und fithrt dann nach dem Additionssatz die Umkehrtransformation der Partial-

briiche durch. Die Inverse-Laplacetransformation dieser Partialbriiche entnimmt man Tabellen
(siehe Anhang).

Definition 1 (Laplacetransformation) Die Laplacetransformation wird auf eine komplex-
wertige Funktion f(t) angewendet, und die Laplacetransformierte F'(s) := L[f(t)] ist fir
t >0 (firt <0 wird f(t) = 0 vereinbart) definiert durch (falls das folgende Integral konvergent
ist):

LU@LzF@%zﬁwfma“ﬁ )

Die Umkehrtransformation (Riicktransformation, inverse L-transformation) ist ein-
deutig gegeben durch (s =0 +w):

o+iw
fmzc*W@w=if’ F(s)eds (8)

C2m fo
Es gelten folgende Sitze (ohne Beweis) [32]:

Satz 1 (Additionssatz) a,b seien reell. Dann gilt:

Llafi(t) +bfa(t)] = aL[f1(D)] + bLLf>(2)]
Satz 2 (Ddmpfungssatz) Sei o >0

Ll f(t)] = F(s +a)
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Satz 3 (Differentiationssatz)
LIFM @] = 5"F(s) = 5" f(+0)=, ..., sf"7D(+0) — 7V (+0)

(v _ iy @S0
wobei fW)(+0) = tLHBO TS)
Also erhalten wir fiir die erste Ableitung:

df (t)

G

| =sF(s) = f(+0)

Satz 4 (Faltungssatz)

| /0 fi(t = ) fo(r)dr] = LLA B)LL (0]

das heif$t, das Faltungsprodukt im Originalbereich entspricht dem gewdhnlichen Produkt im
Bildbereich.

Satz 5 (Ahnlichkeitssatz) Sei o > 0.

%)

«

£l (at) = - F

Satz 6 (Verschiebungssatz)
LIf(t —a)] = e F(s) = e" LIf(t)]
mit f(t—a) =0 firt < a.

Satz 7 (Integrationssatz) o sei eine kompleze Variable.

t
ol fryar = ()

E[@ :/OOF(U)dU

Satz 8 (Multiplikationssatz)
L["f ()] = (=1)"F™)(s)

Satz 9 (Divisionssatz)

Jetzt wird die Laplacetransformation einiger Funktionen berechnet, die in den Kompartiment-
modellen dieser Arbeit zum Teil verwendet wurden.
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Beispiel 4 Dieses Beispiel betrifft die Laplacetransformation der Funktion

_J 0 firt<o
f(t)_{ki fﬂT‘tZO

wobes k; eine Konstante ist.
Nach Definition ist:

F(s) = /kiGStdt
0

Der Integrationssatz liefert:

ki _s

—e€
S

t=0
o

Beispiel 5 In diesem Beispiel wird die Laplacetransformierte der folgenden Funktion berech-
net:
_J o firt <0
1) = { kie™Rit fiirt > 0
Mit der Losung:

o

Beispiel 6 (Diracsche-Delta-Funktion) Besondere Bedeutung in den Kompartimentmo-
dellen besitzt die sogenannte Dirac-0-Funktion, die eigentlich keine Funktion ist und daher oft
als Diracmaf$ bezeichnet wird. Sie ist umschrieben mit

wo-{0 s

]oé(t)dt —1

Mit dieser Diracschen-0-Funktion kann man gut einen Impuls modellieren wie zum Beispiel
eine Glukoseinjektion. Finden wir nun die Laplacetransformation fir f(t) = D(t),
D ist eine Konstante.

Auferdem gilt

F(s) = /Dé(t)estdt
0
Mit der Definition von 0(t) bekommen wir:

= De %t =D

t=0
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Beispiel 7 In [33] wird das folgende Anfangswertproblem gestellt:

{ g(t) +2y(t) = f(2) }
y(0) =1

wobei f(t) =2((t + 1)et” + (1 + 2t)). Die Losung dieser Differentialgleichung sieht folgender-
maflen aus:

Laplacetransformation:

sY(s) — 1+ 2Y(s) = LIf(1)]

1 L[f®)]
s+2+ s+2

Y(s) =

Tabellen, Faltungssatz:
t
y(t) = e 2 + 2/6_2@_7)[(7’ + 1)672 + (1 + 27)]dr
0

Auswertung des Integrals ergibt: ,
y(t) = e’ +2t

o

Beispiel 8 Dieses Beispiel betrifft eine Differentialgleichung zweiten Grades (aus [32]):

{ §(t) + 5y(t) +4y(t) = ¢ }
y(0) =4(0) =0

Der Differentiationssatz liefert:
S Lly(1)] — sy(0) — 9(0) + 53Ly(1)] — 5y(0) + 4Ly(1)] = L[4
nach Einsetzen der Anfangswerte:
S Lly(0)] + 5Ly ()] + 4LTy(0)] = L1

Tabelle:
1 1 1 1

ﬁ[?/(t)]:ﬁ[t]82+53+4:3_23—|—18+4

Riicktransformation:

1

v = L e

]

17



Umwandlung in eine Summe durch Partialbruchzerlequng:
1 A B C D
s2(s+1)(s+4) 82 s s+1 s+4
Cs?(s+4) + Ds?(s + 1)
s2(s+1)(s+4)

1 _A(s+1)(s+4)+Bs(s+1)(s +4)
s2(s +1)(s+4) $2(s+1)(s+4)

Koeffizientenvergleich liefert:

1 5 1 1

4 5 ¢~ 3 43
— 1 1. 5 1.1 1 1 1

Pt i BN s |l B A e
e T N 1 R b b - b

Tabelle liefert die Lésung:

(t) = L I

YW =171673 48

o

Differentiationssatz, Tabelle:

= > oyo
=D

S
)=

Umwandlung in eine Summe durch Partialbruchzerlequng:

s2—s+2 A Bs+ C

G-DE+D) s—1 2+1

Koeffizientenvergleich:



Tabelle ergibt:

o

Eine Tabelle fiir die Laplacetransformation einiger wichtiger Funktionen wird im Anhang an-
gegeben. Wie diese Methode zur Losung von den Differentialgleichungen bei Kompartiment-
modellen eingesetzt werden kann, wird im Abschnitt iiber die Ermittlung der analytischen
Losung bei Kompartimentmodellen erldutert.

Abrif der Partialbruchzerlegung In den Beispielen bei der Losung von Differentialglei-
chungen mittels Laplacetransformation wurde schon die Partialbruchzerlegung benutzt, um
gebrochen-rationale Funktionen in eine Summe ihrer Partialbriiche zu zerlegen, damit man
dann aus jenen Briichen die Inverse Laplacetransformierte aus Tabellen ablesen kann. In ei-
ner allgemeineren Form, als die Partialbruchzerlegung bisher in den Beispielen durchgefiihrt
wurde, ist der Sachverhalt im folgenden Satz festgehalten.

Satz 10 (Partialbruchzerlegung) f(z):= g(z)h~'(x). Fiir h(z) gelte die Zerlegung:

Zaux” Hl ) H g0 ()
o=1

wobei die l,(x), qs-(x) paarweise verschiedene lineare bzw. nullstellenfreie quadratische Funk-
tionen sind.

Dann gibt es eine rationale Funktion k(x) und reelle Zahlen Ay, By, Cox mit pe{l,... 1},
ke{l,...,c,}, oe{l, ... s}, Xe{l,... ds}, sodaf gilt:

fl +ZZZ ZZ :

)\+Oo')\x
p=1 k=1 Siam Qo

Zur Verdeutlichung dieses Satzes wird ein Beispiel angefiigt, in dem nun auch quadratische
Funktionen auftreten.

Beispiel 10 Aus [39]. f(z) = g(x)h ' (z) = (z + 1)(2* — 223 + 202 — 22 + 1) !
Fiir h(z) gilt die Zerlegung:

h(z) =2 =223+ 202 — 20 +1= (2 + 1)(z — 1)

Nach Satz:
r+1 o B+ Cx Ay Ag

24— 223 + 222 — 22 +1 22+1 +:15—14_(35_1)2
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Nun bleibt noch das Problem der Koeffizientenbestimmung. Durch den Koeffizientenvergleich
erhdalt man:

t+1=(Cz+ B)(x? —1)> + A1 (2 + 1)(z — 1) + Ag(z® + 1)
Einsetzen von 1, in die Gleichung:
141=0404+A43(1+1)=> Ay=1

1+1 = (C1+B)(1—1)?+040 = 14+1 = (C1+B(-21) =2C—2B1= C = 4, B = —
Differenzieren an der Stelle x = 1:

d

1
a(l):1:0+A1(1+1)+A22:>2A1:1—2:—1:>A1:—§

Und somit erhdlt man die Partialbruchzerlegung von f:

z+1 z—1 1 1

f(x):x4—2x3+2x2—2x+1:2($2+1)_2($_1)+(x_1)2

o

Die Partialbruchzerlegung findet auch Anwendung in der Integration von rationalen Funktio-
nen.

Abrify der Matrixalgebra und Eigenwerttheorie Als letztes mathematisches Werkzeug
wird die Matrixalgebra und die Eigenwerte einer Matrix betrachtet. Bei der analytischen
Losung fiir die Differentialgleichungen der Kompartimentmodelle steht man vor allem vor
dem Problem, die Matrix (sI — A) zu invertieren. Diese Aufgabe kann man durch eine Formel
mit der adjungierten Matrix losen, fiir die der Begriff der Determinante eingefithrt wird. Im
Besonderen wird auch eine Verbindung zu den Eigenwerten einer Matrix hergestellt.

Die Determinante ist eine multilineare Funktion und ordnet eindeutig jeder quadra-
tischen Matrix eine Zahl zu. Die Determinante einer Matrix A (det(A)) wird nun rekursiv
definiert. Fiir eine 2x2 Matrix gilt

det(A) = det ( a2 > = a11a922 — 412021
az1 a2
Weiters fithrt man eine Streichungsmatriz A% ein, die durch Weglassen der k-ten Zeile und

l-ten Spalte entsteht. Dann definiert man fiir eine nxn Matrix A

det(A) = > (1) ap det(A®Y)
k oder [

Damit eine Formel fiir A~! angegeben werden kann, mufl noch der Begriff der adjungierten
Matrix eingefiithrt werden. Die adjungierte Matrix adj(A) ist definiert durch

adj(A)g, = (—1)F*det(ALR)
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wobei AUF) wieder die Streichungsmatrix ist, diesesmal allerdings werden die Zeilen und Spal-
ten vertauscht. Mit dieser Definition gilt A adj(A) = adj(A) A = det(A) I,, und somit erhilt
man

1

-1 _
AT = det(A)

adj(A)

Fiir eine 2x2 Matrix folgt

A1 = 1 a22  —ai2
11022 — 412021 —a21 411

Als Folgerung kann die Cramersche Regel angeschrieben werden, die eine Aussage iiber die
Losung eines linearen Gleichungssystem gibt. Mit dieser Cramerschen Regel kann man oft
schneller und leichter eine Losung finden, als da man die Matrix (sI — A)~! berechnen mu$,
besonders wenn der Vektor BU(s) (siehe spéter) diinn besetzt ist.

Satz 11 (Cramersche Regel) Sei A eine nan Matriz und det(A) # 0, so besitzt das System
Az = b genau eine Losung, und zwar x = A™'b, und x), ldft sich berechnen durch

. a1 0 arg—1 b1 oargp1r oo am

det(A)

Ty = det
anl "+ QGpk-1 bn, Ank+1 - Qnn
Zur Veranschaulichung wird folgendes Beispiel angefiihrt:

Beispiel 11 [3/] Zu losen sei das Gleichungssystem

521+ Txo + 1523 = 6 5 7 15 T 6
1+ 220 +4z3 = 4 oder| 1 2 4 9 =1 4
201 + 3z + 723 = 5 2 3 7 T3 5

Die Determinanten von A ist det(A) = 2. Und somit erhdlt man nach der Cramerschen Regel:

15

1 5 15
4 =7 Ty = 3 det | 1
7 2

1 6
xlzidet 4 4 ==
5 7

W N~
[ B S e

5 7 6
1 5
2 3 5

o
Wie man spéter sehen wird, mufl man bei der Losung der Gleichungen der Kompartimentmo-
delle die Matrix (sI — A) invertieren. Wegen dieser speziellen Gestalt kann man die Inverse
auch mithilfe der Eigenwerte einer Matrix berechnen. Die Eigenwerte \; einer nxn Matrix A

sind die n-ten Wurzeln des charakteristischen Polynoms x(z) = det(2I—A). Die Menge der
Eigenwerte heifit Spektrum und wird mit A(A) angeschrieben. Ist A(A) = {\1,..., A\, }, dann
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folgt daraus det(A) = [[A\i = MA2... Ay, das heifit, die Determinante einer Matrix ist gleich
dem Produkt ihrer Eigenwerte. Ergo gilt mit der Tatsache, dafl det(A — B) = det(A) — det(B)
und det(I) =1
(sI—A) L= L adj(sI — A)
(s—=A1)...(s— )
wobei die \; die Eigenwerte von A sind. Diese Formel wird dann auch bei den spiiteren Bei-
spielen angewendet.

2.1.2 Ermittlung der analytischen Losung bei Kompartimentmodellen

Mit diesen mathematischen Vorbereitungen kann eine analytische Losung fiir die Gleichungen
berechnet werden, die bei linearen, zeitinvarianten Kompartimentmodellen aufgestellt werden.
Bei diesen Kompartimentmodellen kann man sich auf gewohnliche, lineare Differentialglei-
chungen erster Ordnung beschrinken. Auflerdem sind die Anfangswerte gegeben, sodafl die
Methode der Laplacetransformation angewendet werden kann.

Zunéchst wird ein single-input, single-output (SISO) System betrachtet, wie es in Abbildung 6
gezeigt ist. Der Zusammenhang zwischen Input «(¢) und Output z(¢) wird durch das Konvo-

u(t) X(t)
- a(®)

Abbildung 6: SISO System

lutionsintegral

#(t) = / o(t — Yu(r)dr (9)
0

beschrieben. Oft wird ¢(t) als Gewichtsfunktion bezeichnet, sie gibt also die Beziehung zwi-
schen vergangenen Inputwerten und den aktuellen Outputwerten wieder. Aufgrund des Fal-
tungssatzes der Laplacetransformation kann man Gleichung (9) auch in folgender Form an-
schreiben:

X(s) =G(s)U(s) (10)

wobei X (s),G(s),U(s) die jeweiligen Laplacetransformierten von z(t),g(t),u(t) sind. G(S) heifit
auch die (Laplace) Transfer- Funktion, und es gilt:
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Kehren wir nun zum System vom Anfang des Kapitels iiber lineare, zeitinvariante Komparti-
mentmodelle zuriick. Man hat also wieder:
z = A
y = C

+ Bu

8 8

Fiihrt man nun die Laplacetransformation durch, so erhilt man:
sX(s) —z(0) = AX(s) + BU(s)
Y (s) = CX(s)
Der Einfachheit halber wird z(0) = 0 angenommen. Man bekommt dadurch:
(sI — A)X(s) = BU(s)
und folglich:
X(s) = (sI — A)"'BU(s) (11)
Und so fiir Y (s):
Y(s) = C(sI — A) 'BU(s) (12)
Das Ergebnis y(¢) kann man dann durch die Inverse Laplacetransformation berechnen:
y(t) = LY (s) = L7 [G(s)U(s)
Die Transfer-Funktion-Matriz ist durch die Formel
G(s)=C(sI-A)"'B

gegeben.
Betrachten wir noch die Losung von & = A% + Bi. Sie ist gegeben durch

AT Bi(r)dr (13)

81
=
Il
aQ
z
81
=
+
o\“

Die Matrix eA? heiBt Transition Matriz. Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen (11)
und der Transition Matrix finden. Mittels Laplacetransformation erhélt man:

sX(s) —Z(0) = AX(s) + BU(s)
und folglich ergibt sich:
X(s) = (sI— A) 'Z(0) + (sI — A) 'BU(s)
Durch Inverse Laplacetransformation bekommt man:
Z(t) = L7(sT — A)rE(0)] + L7(sT — A) " 'BU(s)] (14)
Vergleicht man jetzt (13) mit (14) und wendet den Faltungssatz an, so sieht man die Beziehung:
Al = L7(sT— A)7Y]

Bei Kompartimentmodellen ist die Transition Matrix e®? stets positiv.
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2.1.3 Beispiele und Spezialfille

Systeme mit einem Kompartiment Zunéichst wird der einfachste Fall eines Komparti-
mentmodelles analysiert, ndmlich ein System mit nur einem Kompartiment. In vielen phy-
siologischen Modellen werden Teilsysteme durch ein Kompartiment beschrieben, wie bei-
spielsweise das Glukagon in einem Glukosestoffwechselmodell. Abbildung 7 zeigt ein Ein-
Kompartimentmodell. Die Algebro-Differentialgleichungen fiir dieses System lauten:

b,u,(t)

Abbildung 7: Ein-Kompartimentmodell

i‘l(t) = —kglxl(t)+b1u1(t)
yi(t) = ani(t)

Aus (11) bekommt man die Losung:

blUl(S)
XI(S) - s+ kot

ClblUl(S)
N = ST

und fiir die Transfer Funktion ergibt sich die Formel:

Y1 (S) _ Clbl
U1 (8) S+ k()l

G(s) =

Wir fithren nun drei gedankliche Experimente durch, denn wir betrachten dieses System bei
verschiedenen ,,Storungen® u;(t), nidmlich bei einem Impuls, einer Infusion mit konstanter
Zufuhrrate und bei einer Impulsfolge.

Impuls Der Impuls wird durch die Diracsche Deltafunktion modelliert. Die Laplace-
transformierte dieser Funktion wurde schon im Abschnitt iiber die Laplacetransformation
berechnet. Es werde nun dem System ein ,,Storimpuls® der ,Starke“ D; versetzt. Somit ist
u1(t) = D14(¢). Die Laplacetransformierte von uq(t) ist Dy. Daraus folgt

b1 Dy

XI(S) - s+ ko1
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Unter der Annahme z(0) = 0 und mittels der Inversen Laplacetransformation erhilt man die
Losung:

() (t) = C1 lele_kmt

Das ergibt einen monoton fallenden Graphen mit dem Maximum c¢;byD; bei ¢t = 0.

Infusion mit konstanter Zufuhrrate Anstatt eines Impulses geben wir jetzt eine
Infusion mit Infusionsrate & als Input zum System, das heiBt u;(t) = k. Dann ist U;(s) = £

S
und folglich mittels Partialbruchzerlegung

cibik . c1birk l B 1

Yi(s) = —
1(5) s(s + ko1) kor s  s+ko

Somit ist durch die Inverse Laplacetransformation:

b1k
pi(t) = 51—t
01

Der Graph von 1 (t) ist monoton steigend und konvergiert gegen %. Bei t = 0 gilt y1(0) = 0.
Wenn die Infusion zu einem Zeitpunkt 7" unterbrochen wird oder vollstindig beendet ist, ist
y1(t) = y1(T)e ko1 (=T) ¢ > T womit wieder die Situation des Impulsinputs erreicht wiire,
man hat also dann eine fallende Kurve.

Impulsfolge Tj sei das konstante Zeitintervall zwischen den Impulsen der Stirke Dy, by
sei 1 und x(0) = 0. Somit ist z1(t) = Die *o1? fiir 0 < ¢ < Tpy. Das Maximum im Intervall
[0,Ty) ist D1 und das Minimum ist Dye~*o170,

Nach dem zweiten Impuls ergibt sich: z;(t) = Die ko1 + Dye kor(t=To) fir Ty < t <
2Ty. Dieses Intervall [Ty, 2Tp) besitzt das Maximum D (1 4 e~#0170) so wie das Minimum
Dlefkao(l + e*kao)‘

Fiir das Intervall zwischen dem n-ten und (n+1)-ten Input erhilt man

Timaz = D1 1 — e—FoiTo

_ —ko1To
Timin = € T1maz

Bei einer groflen Anzahl von Impulsen bekommt man das Maximum und das Minimum durch
die Limites von z1mqe und 1min. Also

I D,

m T =

oo lmazx 1 — ¢ koiTo
Dy e korTo

e 1min 1 — ¢ koiTo
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Abbildung 8: Zwei-Kompartimentmodell

Systeme mit zwei Kompartimenten Hier wird ein Modell mit zwei Kompartimenten
betrachtet, wie es in Abbildung 8 gezeigt ist. Fiir dieses System hat A folgende Gestalt:

A= ( air a2 )
azr a2
mit a1; = —(k()l + k‘gl), a12 = k12, a1 = ko1 und a9 = —(k()g + k‘lg). Weiters ist

BU(s) = [b1U1(s), boUsa(s)]"

und y1(t) = c1z1(t), y2(t) = coza(t). Aus A erhélt man (mithilfe der Theorie iiber Matrizen
und Eigenwerte)

(sI—A)*l _ 1 ( 8§ — a2 a2 )

(s — A1)(s — Ag) az  s—ain

wobei A\; und Ay die Eigenwerte von A sind. Die Transfer Funktion Matrix ist somit:

_( Guls) Gua(s) \ _ 1 cibi(s —ax)  cibain
o= ( ) ( )

Gai(s) Gas) | cobragy c2ba(s —arr)

(S — )\1)(8 — )\2)

Die Losung y(t) ist gegeben durch:

Geben wir nun einen Impuls in Kompartiment eins und lassen das zweite Kompartiment
storungsfrei, das heiBit u(t) = [D16(t),0]”. Dann ist U(s) = [D1,0]” und folglich gilt:

- B 1 c1bi(s — az)D
Y(s) = G(s)U(s) = (s — M) (s — Xa) ( 1 ézb1a21gl 1 >
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Um die Inverse Laplacetransformierte zu bilden, mufl noch die Partialbruchzerlegung von Y (s)
durchgefithrt werden. Daher ist

(/\2—(112 1 + Ao—azs 1 )

A1—A2 s—A1 A2—A1 5—A2
Y(s) =
62b1a21D1 ( 1 _ 1 )
A1 —A2 s—A1 s—A2

SchlieBlich und endlich kann man die Losung aus Tabellen von Inversen Laplacetransformierten
ablesen:

A1 — a2 ¢, A2 — a2 e

t) = byD
y1(t) c1by 1()\1_>\2 A
cobraai D1, .y ot
) = 1t _ A2
nl) = D

Systeme mit drei Kompartimenten In diesem Abschnitt wird ein Spezialfall fiir ein
Modell mit drei Kompartimenten herausgegriffen, nimlich das Mammillarysystem. Es wird ein
Impuls nur am Zentralkompartiment angenommen und 148t auch nur an jenem Kompartiment
eine Abgabe an die Systemumgebung zu. In Abbildung 9 wird eine graphische Darstellung fiir
dieses System gegeben. Nun wird ein konkretes Beispiel [1] durchgerechnet. Hier ist ko; =

b,u,(t)

Abbildung 9: Ein Mammillarysystem mit drei Kompartimenten

1.709, klg = 2.065, k31 = 1.255, k13 = 0.325, k()l = 0.746 und blul(t) = (5(t) Daher erhilt
man folgende Gleichungen:

BU(s) = [ Ui(s),0,0]” (15)
(sI—A)~!
(S + k‘12)(8 + klg) klg(s + k‘13 k13(s + k‘12)
= % k21(s + ki3) (5 —a11)(s + k13) — ki3ks; ka1k13
k31 (S + kl?) k12k31 (S - CLH)(S + klZ) — kq19koq
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Wobei As = (s — A\1)(s — A2)(s — A3) gilt.

Aus dem Kapitel iiber Matrixalgebra und Eigenwerte bekommt man die Eigenwerte des Sy-
stems, und zwar Ay = —5, Ay = —1 und A3 = —0.1. Weiters nehmen wir y;(t) = z1(¢) an.
X (s) ist dann wegen den Gleichungen (11) und (15) die erste Spalte von (sI — A)~!, das ist

. (s + 2.065)(s + 0.325)

X(s) = (s = A1)(s — A2)(s — A3) i;gggz i ggég;

Jetzt wird noch die Partialbruchzerlegung bestimmt. Es ist:

0.7 . 0.2 . 0.1
s+5 s+1 s+40.1

X1(8) =

und folglich
z1(t) = 0.7 * +0.2¢ " +0.1e O
Mit dem analogen Rechenvorgang erhilt man noch
To(t) = —0.408¢ 7" 4+ 0.32¢7" + 0.088¢ !¢
und

z3(t) = —0.188¢ 7> — 0.371e + 0.559¢ 01

2.2 Numerische Losung

Im vorigen Abschnitt wurden die Differentialgleichungen oder Systeme von Differentialglei-
chungen auf analytischem Wege gelGst. Relativ leicht lassen sich die linearen, zeitinvarianten
Kompartimentmodelle 16sen. In diesem Fall hat man ja die vorteilhafte Methode der Lapla-
cetransformation zur Verfiigung. Allerdings wichst der Aufwand bei einer grofler werdenden
Anzahl an Kompartimenten zunehmend, und es ist an eine Losung auf numerischem Wege zu
denken. Aber auch schon fiir Systeme mit wenigeren Kompartimenten kann es zweckmifBig
sein, numerische Verfahren einzusetzen. Fiir die im Metabolismus auch auftretenden nicht li-
nearen Kompartimentmodelle (zum Beispiel Enzymreaktionen) lassen sich analytische Losun-
gen nur schwer oder iiberhaupt nicht finden. In jenen Fillen wendet man numerische Methoden
an, um damit die in dieser Arbeit interessierenden metabolischen Vorginge zu simulieren. Hier
werden wir uns auf die Methode von Runge Kutta beschrinken, die wir auch ausschliellich in
unseren Simulationsprogrammen zum Einsatz brachten.

Allgemeine Bemerkungen zu numerischen Verfahren Es wird das folgende Anfangs-
wertproblem betrachtet:

= f(t,x)

z(to) = zo
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Wird nun eine Schrittweite h # 0 gewihlt, so erhilt man eine erste Ndherung fiir das Problem
mit

z(t+ h) = z(t) + hf(t, z(t))
da f(t,z(t)) gerade die Steigung i(¢) der analytischen Losung z(t) ist und daher mit [z (t +
h) — z(t)] approximiert werden kann. Nach jener Wahl von A bekommt man folglich fiir die
aquidistanten Stellen t; = ¢y + h Naherungswerte Z; fiir die Werte z; = x(¢;) der analytischen
Losung x(t), wir schreiben (fiir s =0,1,2,...)

To=1xz0, tiy1=ti+h
Tiy1 = T + hf(t;, %)

Diese Methode wird auch Polygonzug Verfahren won FEuler genannt. Sie ist jedoch in den
meisten Fillen nicht sehr effizient. Allgemeine Verfahren erhélt man durch eine Ansatzfunktion
¢(t,z, h, f), die in obige Formel eingesetzt wird, also

Tip1 = &; + ho(ts, T, h, f)

Zum Beispiel ist beim Polygonzug Verfahren von Euler diese Ansatzfunktion unabhéngig von

h und Qb(taxaf) = f(tax)'

Runge-Kutta Verfahren Runge Kutta Verfahren basieren auf Berechnungen der Ablei-
tungen an verschiedenen Stellen des Integrationsintervalls. Man unterscheidet zwischen den
Algorithmen zweiter und vierter Stufe, je nachdem wie viele Auswertungen in jedem Iterati-
onsschritt vorgenommen werden.

Beim Runge Kutta Verfahren zweiter Stufe setzt man ¢ folgendermaflen:

1
kl = f(tlajz)

ky = f(t;+ 2,5 + 2k

Man nimmt also eine Ableitungsauswertung am Beginn und eine andere bei 2/3 des Iterati-
onsintervalls vor.

Beim Runge Kutta Verfahren vierter Stufe, welches ein genaueres Verfahren ist, wird die
Ableitung einmal am Beginn, zweimal im Mittelpunkt und einmal am Endpunkt des Intervals
[ti, ti+1] ausgewertet (cf. Abbildung 10). ¢ definieren wir als ¢(¢;, Z;, h) = %(kl +2ko+2ks +ky).
Somit wird dieses Verfahren folgendermaflen angeschrieben:

h
Tip1 = Z; + E(kl + 2ko + 2ks + kq) , mit
ky = f(ti, %)

ky = f(t;+5 &+ 1k



Abbildung 10: Runge Kutta Verfahren vierter Stufe.

ky = f(ti+ 8,0+ 2
ky = f(ti+ h,Z; + hks)

Beim Runge Kutta Verfahren zweiter Stufe bendtigt man daher eine kleinere Schrittweite
als beim Verfahren vierter Stufe, um eine dhnliche Genauigkeit zu erreichen. Der Vorteil
beim Algorithmus zweiter Stufe besteht jedoch in der Schnelligkeit der Berechnung der Néhe-
rungslosung. So haben wir auch beim Simulationsmodell fiir den Metabolismus des Bilirubins
auf dieses Verfahren zuriick gegriffen, wobei wir als Schrittweite h = 0.005 wéhlten. Da die
numerischen Verfahren nicht blofl bei linearen, zeitinvarianten Kompartimentmodellen ange-
wendet werden, sondern auch bei nichtlinearen Funktionen eingesetzt werden kénnen, wird
auch beim Kohlenhydratstoffwechsel, bei dem ein Modell mit nichtlinearen Funktionen sowie
Kontrollfunktionen aufgestellt wird, das Runge Kutta Verfahren zur Berechnung der Systeme
von Differentialgleichungen herangezogen.
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3 Identifikationsmethoden

Bisher ist davon ausgegangen worden, dafi ein erstelltes Kompartimentmodell (System von
gewohnlichen Differentialgleichungen) gegeben war. Hiaufig liegt aber ein solches Modell noch
nicht vor, es muf} erst mithilfe von Mefidaten gebildet werden. Das A-Priori-Wissen iiber ein
solches Modell ist oft sehr grof}, in vielen Féllen miissen nur noch Parameter durch Messungen
und mithilfe von Identifikationsmethoden geschétzt werden. Ein Beispiel dafiir ist die Para-
meteridentifikation bei der Erstellung eines Modells fiir den radioaktiven Zerfall. Man setzt
beim radioaktiven Zerfall y = e % an. Man kennt also die physikalischen Gesetze, jedoch
nicht den Parameter 0, der die Zerfallsgeschwindigkeit angibt. Bei der Parameterschitzung
versucht man nun, diesen Parameter 6 aus gesammelten Daten, die entweder direkt gemessen
werden oder aus fritheren Versuchen gewonnen wurden, moglichst so zu berechnen, damit mit
der Gleichung y = e~ % der Sachverhalt des Radioaktiven Zerfalls eines Stoffes gut dargestellt
werden kann. Hierfiir werden wir die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Least Square
Modell Fitting) zur Anwendung bringen, wobei wir zwischen Ordinary und Nonlinear Least
Square Model Fitting unterscheiden.

Wir nehmen an, wir haben n unbekannte Parameter § = (61,0s,...,6,)" und m Beob-
achtungen oder Versuchsergebnisse y = (y1,2,...,ym)", die in einer funktionalen Beziehung
yr = f(ay,0) stehen?, wobei a; = (ay,,at,,--.,0a4,)" ist und auch beschreibende Variable oder
Regressor genannt wird. Zum Beispiel kann a; in der Praxis verschiedene Versuchsbedingungen
darstellen. Um die n unbekannten Parameter bestimmen zu kénnen, benétigt man im allgemei-
nen m > n Versuchsergebnisse. Bei m > n erhélt man ein iiberbestimmtes Gleichungssystem,
welches im allgemeinen keine Ldsung besitzt. Wenn man schon keine exakte Losung erhilt,
so will man doch eine mdoglichst gute Losung, das heiffit, man mochte ein 0 finden, das den
Ausdruck

S =
t

((ye — f(ar,6))” (16)

m
=1

minimiert. Man versucht also die Summe iiber die Quadrate der Abweichungen mdoglichst klein
zu halten. S wird in der Literatur auch mit Residuum bezeichnet.

3.1 Ordinary Least Square Fitting

Hier wird davon ausgegangen, dafl f(a;,6) linear in 6 ist, also y = Af, wobei A eine mxn
Matrix ist. Aus Gleichung (16) erhilt man:

S =(y—A0)T(y — A9)

Wir multiplizieren nun aus und formen diese Gleichung folgendermaflen um:

(y — AO)T(y — A0) = (y — 0TAT)(y — A9) = y"y — y" A0 — 0T ATy + 0TATA9 = yTy —
207 ATy + 0T AT A := f(0)

Wenn die partiellen Ableitungen %9(19) existieren, kann eine Bedingung angegeben werden,

2Der Index t steht fiir die Zeit.
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damit 6y, ...,0, das Funktional S = (y — A6)” (y — A#) minimiert. Folglich miisse gelten:
oS 0S8 0S8 oS T = of0)

— =(=, =+, — =0
00 (891’ a0y "7 90, 00;
fir ¢ = 1,...,n. Fiir diese Berechnung ziehen wir zwei Resultate aus der Vektorrechnung
mitein, ndmlich (: = 1,...,n)
d(aT0 =
1. —(gg ) za%i Zaﬂj:a
j=1
8 0TA9 n n n n
2. X 20 ) = agi Y aipbibe = Y aibp + > ajif; = (A+ A7)0
j=1k=1 k=1 j=1

Mit diesen Hilfsergebnissen kann man nun, indem man in 1. a” = ATy und in 2. A = ATA
setzt, schnell ein @ finden, das S minimiert. Es ist
of(9)
00

Daraus folgen die Normalengleichungen AT A9 = ATy und fiir das ,,optimale“ # erhiilt man
die Formel

=247 40 — 24Ty =0

0 =(ATA) ATy (17)

Zur Veranschaulichung werden wir ein kleines Beispiel aus der Mechanik vorrechnen.

Beispiel 12 Wir nehmen an, wir messen von einem sich bewegenden Objekt den Ort s(t) in
Abhingigkeit von der Zeit und wollen die unbekannten Prameter der Beschleunigung a und
der Geschwindigkeit v bestimmen. Das Modell ist hier s;(t) = a + vt; und die gemessenen
Werte sind:

ti |0 3 5 8 10
sity | 2 5 6 9 11
y ist (s1(t), s2(t),...,s5(t))" = (2,5,6,9,11)T. Der Parametervektor 6 ist (a,v)” und
T T
a1 o Y (1111
S\t ...ty L0 3 5 8 10 '

Es wird also das tberbestimmte Gleichungssystem geldst:

T
T 1111 1 T
(256911)z<035810>(au)

v (5 2 v (33
AA_(% 198 ) A= ooy
daher ergibt sich nach Gleichung (17):
9= (a o) =3 2 33\ (201
N 26 198 227 )\ 0.88

5
Somit wird S = 3" (s;(t) — (a + vt;))? bei a = 2.01 und v = 0.88 minimiert.
i=1

Man erhdalt:
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Gewichtete Methode der kleinsten Fehlerquadrate Bei der Methode von Ordinary
Least Square Fitting wird jede Messung gleich gewertet. Wir konnen aber auch eine Gewich-
tung einfithren, wenn wir zum Beispiel einzelne Messungen mehr Bedeutung geben mdéchten.
Diese Gewichtung wird mathematisch durch eine Diagonalmatrix mit den jeweiligen Gewich-
tungswerten in der Hauptdiagonale realisiert, also W = diag(wi, w3, . .., wy). Zu minimieren
ist nun

m
§ = wil(y — flar0))?
t=1
was im linearen Fall auch mit

S = (y— A0)"W(y — A9)

notiert werden kann. Die Differentiation ‘g—‘g und das Nullsetzen g—‘g = 0 ergeben die folgende

Formel fiir die Gewichtete Methode der kleinsten Fehlerquadrate:
0= (ATWA) TATWy (18)

Beispiel 13 Aus [3]. Ein Objekt wird mit einem Radar beobachtet und die Position in Zei-
tintervallen von 0.2 Sekunden gemessen. Nun sollen die Anfangsposition xzq, die Anfangsge-
schwindigkeit vy und die Beschleunigung a bestimmt werden, die im Modell x(t) = xo + vot +
at?/2 Eingang finden. Die Beobachtung iiber das Radar liefert

ti |0 02 04 06 08 1
zi(t) | 8 59 98 151 218 264

Hier ist 0 = (xq,v9,a)", y = (3,59,...,264)" und

1 1 ... 11\7F
A= 0 02 ... 1
0 002 ... 05

Auflerdem wird folgende Gewichtung vorgenommen: ws = wg = ws = 1 und w; = wy = wg =
4.

Somit ist
4 4 1 1 1 4

A" w=[0 08 04 06 08 4
0 0.08 0.08 0.18 0.32 2

und aus Gleichung (18) bekommt man die Schétzung

1

1.5 6.6 2.66 - 1771 4.59
0= 6.6 5.32 2412 14074 | = 250
2.66 2.412 1.1428 637.5 19.0

Ohne der Gewichtung ergebe 6 = (4.79,234,55.4)T, das heift, man bekommt mit dieser Ge-
wichtung eine klare Anderung fiir die Schéatzung von Anfangsgeschwindigkeit vy und Beschleu-
nigung a.
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Wenn wir die Formel § = (AT A)~! Ay sowie die gewichtete Variante am Computer implemen-
tieren wollen, stellt sich im allgemeinen das Problem, die Inverse der Matrix A” A zu berechnen,
da bei der Gaufischen Eliminationsmethode leicht Rundungsfehler auftreten kénnen. In der
Praxis wird man daher versuchen, bessere Methoden einzusetzen, um jene inverse Matrix zu
finden. Hier kann man ausniitzen, dal AT A spezielle Eigenschaften besitzt, nimlich AT A ist
symmetrisch und positiv definit (y” Ay > 0 Vy). Eine einfache Methode, das Invertieren zu
erleichtern, ist die CHOLESKY ZERLEGUNG. Bei dieser Faktorisierung zerlegt man ei-
ne positiv definite Matrix P in eine untere Dreiecksmatrix und in die Transponierte dieser
unteren Dreiecksmatrix, welche angenehmer zu invertieren sind. Der folgende Satz gibt diesen
Sachverhalt wieder.

Satz 12 (Cholesky Zerlegung) Sei P eine positiv definite nan Matriz. So existiert auch
P~! und P! ist wieder positiv definit. Zu P gibt es genau eine untere Dreiecksmatriz L, mit
lij = 0 fiir 5 > 1 und l; > 0, sodafl

P=LL" und P7'=(@L")7'L7!

Beweis: siehe Stoer, Numerische Mathematik 1, 1993, p. 162ff
Aus diesem Satz weifl man nun, daf eine solche Zerlegung auffindbar ist, bleibt nur noch, eine
Formel fiir die Berechnung der /;; zu erhalten. Es gelte (fir & = 1,...,j) a;; = Y lirljr. Wegen
der Symmetrie miissen nur die 7 > j betrachtet werden. Mit den folgenden Formeln kann man
fiir j = 1,...,n spaltenweise berechnen:

1
Ljj (“jj - l?k) ’
k=1
und
| i
lij = (az’j -3 likljlc)
71 k=1

mit 7+ 1 < i < n.
Somit kann auch (A7 A)~! gut ausgerechnet werden und die Formel fiir Ordinary Least Square
Fitting angenehm angewendet werden.

3.2 Nonlinear Least Square Fitting

Hier handelt es sich um das Problem, S := > | ((y: — f(at,6))? zu minimieren, wobei dieses-
mal f(as,#) nicht mehr linear ist. Die unbekannten Parameter kann man im allgemeinen hier
nicht mehr mit den Normalengleichungen finden sondern muf} iterative Methoden einsetzen.
Es wird in diesem Kapitel die Methode von Hooke and Jeeves herausgegriffen.

Die Methode von Hooke and Jeeves Diese Methode beniitzt im Gegensatz zu den Gra-
dientenverfahren eine Direct-Search Strategie und geht auf das Jahr 1961 zuriick. Es werden
im folgenden die einzelnen Schritte des Verfahrens angegeben und es wird zur einfacheren
Notation f(6;) statt S als die zu minimierende Funktion gesetzt.

34



1. Wéhle einen Startpunkt By und eine Schrittlinge h; fiir jedes 6;.
2. Fiihre folgende Untersuchungen am Startpunkt Sy durch:

(i) Werte f(fp) aus

(ii) Berechne f(0By+ hie1), wobei e; ein Einheitsvektor in 6;-Richtung ist. Wenn f(5p +
hie1) < f(Bp) ist, ersetze By durch By + hie;. Wenn f(By + hier) > f(Bo) ist,
werte f(8p — hie1) aus. Falls nun f(8y — hie1) < f(Bo) ist, substituiere Fy durch
Bo — hiei. Nun gehe zu 0> und fithre dieselben Verdnderungen durch, das heifit,
berechne f(fy+hoez) usw. Nachdem fiir alle §; diese Schritte durchgefiihrt wurden,
erhélt man einen neuen Ausgangspunkt (.

(iii) Ist By = (B fithre erneut (ii) fiir By durch, jedoch mit einer geringeren Schrittweite,
zum Beispiel mit 0.1 h;.

(iv) Falls £y # 1 mache einen Richtungsschritt (Pattern move)
3. Fiir den Richtungsschritt wende folgendes Verfahren an:

(i) Ermittle den nichsten Ausgangspunkt durch P; = §; + 2(8;11 — 5;)
(ii) Wende 2. auf den neuen Punkt P; an.

(iii) Falls nun der kleinste Wert von 3.(ii) kleiner als f(8;+1) ist, hat man einen neuen
Ausgangspunkt ;19 gefunden und mache einen Richtungsschritt. Ansonsten fithre
2. im Ausgangspunkt §; 1 durch.

4. Breche das Verfahren ab, wenn die Schrittlinge einen vorgegeben Wert unterschritten
hat.

In Abbildung 11 ist ein Fludiagramm zum Verfahren von Hooke and Jeeves angegeben (nach
31)).

Bei den Kompartimentmodellen sind die mathematischen Beschreibungen als Differentialglei-
chungen gegeben. Um dieses Verfahren anwenden zu kénnen, miissen also die Differentialglei-
chungen bei jedem Iterationsschritt zuerst numerisch integrieret werden, aufler die Losung ist
analytisch bekannt. In der Praxis ist diese numerische Integration der Differentialgleichungen
(vgl. Runge Kutta Verfahren) der rechenaufwendigste Teil in der Parameterschitzung.

Der grofle Vorteil der Direct Search Methoden gegeniiber den Gradientenverfahren besteht
darin, dafl keine Ableitungen berechnet werden miissen. Sind die Ableitungen analytisch nicht
bekannt, was bei Kompartimenten hiufig der Fall ist, die numerisch behandelt werden, muf}
bei einem Gradientenverfahren Rechenzeit in die Approximation der Ableitungen durch finite
Differenzen investiert werden. Deshalb ist fiir die Kompartimentmodelle, die in dieser Arbeit
noch behandelt werden (Metabolismus des Bilirubin und Kohlenhydratstoffwechsel), die Me-
thode von Hooke and Jeeves zur Minimierung von S = 3" (y; — f(6;))? ein effizientes Verfahren
und den Gradientenmethoden vorzuziehen.
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Abbildung 11: Fludiagramm zum Verfahren von Hooke and Jeeves.
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4 Metabolismus des Bilirubins

4.1 Einleitung

Einer der Hauptbestandteile der Galle (Verdauungsfunktion) ist neben Steroidhormonen,
Gallensiaure, Cholesterin, Lezithin, Wasser und Elektrolyte auch Bilirubin (bilis Galle, ru-
ber rot), ein gelbbrauner Farbstoff, der beim Abbau des Hdmoglobins (Hb, sauerstoff- und
kohlesédurehaltiger Farbstoff der roten Blutkérperchen) entsteht. Die physiologisch wichtigste
Funktion des Hamoglobins ist die Bindung von Sauerstoff und dessen Transport im Blut.
1 mol Hb bindet bei voller Os-Séttigung 4 mol Os, das entspricht 4+22.4 [. 1 ¢ Hb kann daher
bis zu 1.38 ml Oy transportieren. Bei einer normalen Hamoglobinkonzentration von 150 g/l
kann daher ein maximaler O2-Gehalt des Blutes von 0.207 [/l oder 9.24 mmol/l entstehen.
Man spricht dann von der Os-Kapazitdt.

Der Abbau des Himoglobins findet in den Kupfferschen Zellen der Leber, in den Makrophagen

Blut

uayoeuey
9|[e9

Leberzelle

Abbildung 12: Bilirubinkonjugierung in der Leber [18]

des reticuloendothelialen Systems (RES), im Knochenmark und in der Milz statt. Zuerst ent-
steht als Zwischenstufe das griine Biliverdin, der erste chemisch definierte Gallenfarbstoff. Frst
dann bildet sich nach der Reduktion des Biliverdins das gelbe Bilirubin. Aus 1 ¢ Himoglobin
gehen 35 mg Bilirubin hervor. In diesem Stadium ist das Bilirubin schlecht wasserléslich und
muf} daher im Blutserum an Albumin (2 mol Bilirubin/1 mol Albumin) gebunden werden. In
dieser Form wird es auch als indirektes Bilirubin bezeichnet. Das Albumin-gebundene Bilirubin
wird dann zu der Leber transportiert, jedoch ohne das Albumin in die Leberzelle aufgenom-
men. In der Leberzelle wird das Bilirubin mit zwei Molekiilen UDP-Glucuronsdure konjugiert,
die unter Verwendung von Glukose, Adenosintriphosphat (ATP) und Uridintriphosphat (UTP)
mittels Glucuronyltransferase gebildet werden. Das daraus entstandene Bilirubindiglucuronid
(oder direktes® Bilirubin) ist wasserldslich und kann durch aktiven Transport iiber die Galle

®Die Bezeichnungen ,,direktes® und ,indirektes“ Bilirubin entstanden durch Nachweismethoden, denn bei Bi-
lirubindiglucuronid konnte sofort mit Sulfanilséure eine Rotfirbung festgestellt werden, wihrend beim Albumin-
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ausgeschieden werden, es bilden sich die Gallenfarbstoffe (Siehe Abbildung 12).

Anhand der Werte des Hb-Abbaus (ca. 6.5 g/24 h) betrigt die tégliche Bilirubinausscheidung
ungefihr 220 mg. Jedoch werden ca. 15 Prozent in unkonjugierter Form aus dem Darm wieder
resorbiert und der Leber zuriick gefiihrt, das heifit, es besteht ein enterohepatischer Kreislauf.
In Leber und Galle wird ein Teil des Bilirubins zu Urubilinogen umgesetzt, und im Darm wer-
den die Gallenfarbstoffe durch die Darmbakterien zu Sterkobilinogen abgebaut. Uribilinogen
und Sterkobilinogen sind farblos. Nach teilweiser Oxidation dieser Abbauprodukte entstehen
Urubilin und Sterkobilin, die Hauptausscheidungsprodukte der Gallenfarbstoffe.

Ubersteigt der Bilirubingehalt einen Normwert von ca. 18 mg/I, firbt sich zuerst die Au-
genbindehaut gelb, spéter tritt durch Einlagerung von Bilirubin auch eine Gelbfirbung der
Haut ein. Es kommt zur Gelbsucht oder Ikterus. Fir dieses Krankheitsbild bestehen im we-
sentlichen drei Gruppen von Ursachen, namlich prdhepatischer, intrahepatischer und posthepa-
tischer Ikterus. Beim prahepatischen Ikterus entsteht ein vermehrter Anfall von Bilirubin, der
durch verstirkte Himolyse (Abbau und Zerstorung der Erythrozyten) oder durch fehlerhafter
Erythrozytenbildung erzeugt wird, sodafl die Leber das vermehrte Angebot nicht verarbeiten
kann. Stauung von Bilirubin durch Verschluf} der ableitenden Gallenwege (zum Beispiel durch
Gallensteine) fiithrt zum posthepatischen Ikterus. Leberzellschiden verursachen den intrahepa-
tischen Tkterus. Auch beim menschlichen Neugeborenen kann eine Konjugationsstorung infolge
eines unreifen Glukuronylierungssystems einen Ikterus, dem Neugeborenen- oder Konjugati-
onsikterus, ergeben. Ebenfalls fithrt ein totales Fehlen ( Crigler-Najjar Syndrom) oder ein Man-
gel (Gilbertsches Syndrom) an Glukuronyltransferase zu dieser Ursache fiir Gelbsucht. Diese
zwei pathologische Sachverhalte werden auch in der Modellbildung des Bilirubinstoffwechsels
genauer behandelt.

4.2 Modellbildung

Es werden drei Modelle fiir den Metabolismus des Bilirubins vorgestellt und behandelt, ndmlich
ein Zwei-, Drei- und ein Sechs-Kompartimentmodell. Alle drei Systeme sind lineare, zeitin-
variante Kompartimentmodelle, wie sie im Kapitel zwei analysiert wurden. Mit dem Zwei-
Kompartimentmodell untersuchten wir nur den Fall des Normalgesunden, wihrend wir mit
dem Drei-Kompartimentmodell auch die pathologischen Situationen eines Gilbertschen so wie
eines Crigler-Najjar Syndroms simulierten. Das Modell mit sechs Kompartimenten (plus fiinf
Kompartimente als Funktion einer Verzégerung) basiert auf Untersuchungen an Ratten* und
kann mit den zwei anderen Modellen quantitativ nicht verglichen werden. Im folgenden werden
die einzelnen Modelle ndher betrachtet und es werden auch genaue mathematische Beschrei-
bungen (gewohnliche Differentialgleichungen) gegeben.

Zwei-Kompartimentmodell [10] In diesem Modell werden zwei Kompartimente bertick-
sichtigt, das unkonjugierte Bilirubin zum einen im Plasma (Kompartiment 1) zum anderen in
der Leber (Kompartiment 2). Das konjugierte Bilirubin wird hier nicht untersucht. Ein Input
u(t) existiert am Kompartiment 1, ein Output ist von Kompartiment 2 gegeben, wihrend
zwischen den beiden Kompartimenten ein gegenseitiger Austausch von Materie besteht. Die

gebundenen Bilirubin erst Alkohol zugesetzt werden mufite.
“Gollan et al., 1981
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beobachtete Variable ist y, die die Konzentration des indirekten Bilirubins im Plasma darstellt
(cf. Abbildung 13). Die mathematische Beschreibung fiir dieses System 148t sich folgenderma-

u
Unkonjugiertes
Bilirubin
Koy
T k12
\i// k02
y

Abbildung 13: Zwei-Kompartimentmodell des Bilirubinstoffwechsels.

Ben formulieren. Mit x1, zo werden die jeweiligen Massen der Kompartimente bezeichnet,
:tl(t) = %J?l(t), j?Q(t) = %:Eg(t).

:tl(t) = —k21:131(t) + klglljg(t) + U(t)
z2(t) = —(ki2 + ko2)z2(t) + k2121 (¢)
y(t) = z1(t)/Va(t)

Die k;; sind die Transferkoeffizienten und sind konstant, V; ist das Verteilungsvolumen (volume
of distribution) des Plasma und wurde mit 45.6 ml angegeben [4].

Drei-Kompartimentmodell [10, 4] Bei diesem System wurde zu den zwei Kompartimen-
ten des vorigen Modells noch ein drittes hinzugefiigt, ein Kompartiment fiir das Extravasculire
Gewebe. Dieses dritte Kompartiment steht in keiner Interaktion mit dem zweiten Komparti-
ment, sodafl man eine Struktur eines Mammillary Systems, mit dem Plasma als Zentralkom-
partiment, vorfindet (siche Abbildung 14). Ein Beispiel fiir ein solches Mammillary Sytem ist
schon schon im Abschnitt iiber die linearen, zeitinvarianten Kompartimentmodelle analysiert
worden. Die mathematische Realisierung mit den obigen Bezeichnungen lautet:

:i‘l (t) = —(k21 + k‘gl):L‘l (t) + k‘12$2 (t) + k‘13$3 (t) + u(t)
Z2(t) = —(ki2 + ko2)x2(t) + k2121 (2)
51.33 (t) = —k‘lgIg (t) + k‘glIl(t)

y() = =i (t)/V1(t)

Wobei die k;; wieder die Transferkoeffizienten und V; wieder das Verteilungsvolumen des Plas-
ma sind.

Weiters werden fiir das Drei- Kompartimentmodell zwei Unterscheidungen getroffen, ndmlich
zwischen einem Normalgesunden oder Menschen mit dem Gilbertschen Syndrom und einem
Patienten mit dem Crigler-Najjar Syndrom. Wéhrend beim Normalgesunden oder bei einem
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Unkonjugiertes
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Abbildung 14: Drei-Kompartimentmodell beim Normalgesunden und bei einem Patienten mit
dem Gilbertschen Syndrom

Patienten mit Gilbertschen Syndrom eine Konjugierung iiber die Leber erfolgt (realisiert durch
ko2), werden im Modell fiir den Menschen mit dem Crigler-Najjar Syndrom die Transferkoef-
fizienten ko3 und ko; eingefithrt und kg2 Null gesetzt (vgl. Abbildung 15).

Somit erhilt man folgende Modifikation der Differentialgleichungen:

Unkonjugiertes . ..
Bilirubi]ng Crigler-Najjar-Syndrom

y Keine Konjugierung des
Bilirubin aufgrund eines
totalen Fehlens an
Glukuronyltransferase

Abbildung 15: Modifiziertes Drei-Kompartimentmodell fiir einen Patienten mit dem Crigler-
Najjar Syndrom

:i‘l(t) = —(k‘gl + k‘31 + k01)$1(t) + k‘12$2 (t) + k‘13$3 (t) + u(t)
To(t) = —kiowo(t) + korx1(t)
Iijg(t) = —(k‘lg + k‘gg)l‘g(t) + kglxl(t)

y(t) = z1(t)/Vi(t)

Die Werte der einzelnen Transferkoeffizienten beim Normalgesunden, bei einem Menschen mit
dem Gilbertschen oder einem Crigler-Najjar Syndrom werden am Ende des Kapitels aufgeli-
stet. Auch die Anfangsmassen der jeweiligen Kompartimente geben wir an, wobei wir uns auf
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Angaben in der Literatur beriefen. Nur beim Drei- Kompartimentmodell fiir den Patienten
mit dem Crigler-Najjar Syndrom variierten wir die Transferkoeffizienten, indem wir kg und
kos Null setzten und fiir kg; den hichsten Wert des in der Literatur angegebenen, moglichen
Wertebereichs nahmen.

Sechskompartimentmodell [4] Dieses Modell beriicksichtigt auch das konjugierte Biliru-
bin. Fiir das unkonjugierte Bilirubin werden Kompartimente fiir Plasma, Leber und fiir das
Extravsculire Gewebe definiert. Beim konjugierten Bilirubin wurden Kompartimente fiir Plas-
ma und Extravasculires Gewebe, fiir die Leber so wie fiir die Galle postuliert. Verbunden sind
diese zwei Teilsysteme durch den Massenflul vom unkonjugierten Bilirubin zum konjugierten
Bilirubin in der Leber, ausgedriickt durch den Transferkoeffizienten ks4. Zusétzlich wurde eine
Verzogerung zwischen dem Kompartiment 5 (konjugiertes Bilirubin in der Leber) und dem
Kompartiment 6 (konjugiertes Bilirubin in der Galle) eingebaut. Diese Verzogerung wurde
durch ein Teilsystem von fiinf Kompartimenten modelliert, das die Struktur eines Catena-
ry Sytems bezieht. Mit dem Transferkoeffizienten kog berechneten wir die Ausscheidung des
konjugierten Bilirubins iiber die Galle. Aulerdem werden die Konzentrationen des unkonju-
gierten Bilirubins im Plasma (y;), die Konzentration des konjugierten Bilirubins im Plasma
und Extravasculirem Gewebe (y2) so wie die Ausscheidung durch die Galle (y4) beobachtet.
In Abbildung 16 ist dies graphisch veranschaulicht. Die Gleichungen fiir dieses System sind
(x;...Massen, d;...Verzogerungen, V;...Verteillungsvolumen):

:i‘l (t) = —(k21 + k‘gl):L‘l (t) + k‘12$2 (t) + k‘13$3 (t) + u(t)
To (t) = —(k12 + k52)(L‘2 (t) + lexl(t)

51.33 (t) = —k‘lgIg (t) + k‘glIl(t)

&4(t) = —ksawa(t) + kasws(t)

@5(t) = —(kas + kas)ws(t) + ksoma(t) + ksawa(t)
di(t) = —kodi(t) + kass(t)

da(t) = —kyda(t) + kvdi(2)

d3(t) = —kyd3(t)+ kyda(t)

dy(t) = —kyda(t) + kyds(1)

dt) = —kudat) + koda()

i6(t) = —kosws(t) + kuds(t)

yi(t) = z1(t)/Va(t)

) = z(t) Vi)

ya(t) = xﬁ(t)

Die numerischen Werte werden wieder am Ende des Abschnitts iiber den Metabolismus des
Bilirubins angegeben. Eine Alternative fiir die Koppelung der zwei Teilsysteme (unkonjugiertes
und konjugiertes Bilirubin) besteht darin, eine Verbindung zwischen Kompartiment 4 und 1
einzubauen, das heif}t, eine Dekonjugierung im Plasma stattfinden zu lassen. Es ergeben sich
dann die abgednderten Formeln:

(I'I1 (t) = —(k21 + k31)(II1 (t) + k12x2(t) + k13$3(t) + k14x4(t) + U(t)
g4(t) = —(kss + k1a)za(t) + kysws(t)
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Wir fiihrten bei der Simulation allerdings diese Modifikation nicht durch, weil eine Dekonju-
gierung (enterohepatischer Kreislauf) im Darm stattfindet.

Unkonjugiertes
Bilirubin

oA yz k54 . y4
Verzogerung e Kos

Plasma und
Extravasculares
Gewebe

Konjugiertes
Bilirubin

Abbildung 16: Sechs-Kompartimentmodell des Bilirubinstoffwechsels.

4.3 Simulationsergebnisse und Vergleiche

Wir programmierten die Modelle in der Simulationssprache ACSL (Advanced Continious Si-
mulation Language). Die Simulationszeit legten wir mit 30 Stunden fest, betrachteten aber
beim Vergleich zwischen Zwei- und Drei- Kompartimenten mit gemessenen Daten das Zeitin-
tervall [0, 240] gesondert. Die Anfangsmasse des unkonjugierten Bilirubins im Plasma setzten
wir auf 13 myg, fir die Kompartimente der Leber und des Extravasculiren Gewebes belegten
wir die Werte fiir die Anfangsmassen mit 0 mg. Das Verteilungsvolumen V; des Plasma war
45.6 ml und blieb wihrend der Simulationszeit konstant. Den Testinput «(¢) programmierten
wir mit dem ACSL- Befehl PULSE, wobei als Anfangszeitpunkt der Simulationsbeginn (¢ = 0)
und die Impulsdauer 1 sec gewéhlt wurden. Das entspricht einer Injektion von markierten Bi-
lirubin von 1 mg, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Sekunde verabreicht wird. Mathematisch kann
der Impuls durch die Diracsche Deltafunktion §(¢) modelliert werden. Beim numerischen Al-
gorithmus zur Losung von den Differentialgleichungen entschieden wir uns fiir das Verfahren
von Runge Kutta zweiter Stufe.

Zwei- vs. Drei- Kompartimentmodell Wir verglichen die Unterschiede zwischen diesen
beiden Modellen im Fall eines Normlagesunden. Zur Verifikation dieser zwei Systeme beniitzten
wir gesammelte Daten® von Konzentrationen des unkonjugierten Bilirubins im Plasma, die
aus Messungen an 13 gesunden Personen im Alter zwischen 21 und 24 Jahren gewonnen

Cobelli, Ruggeri, (Evaluation of alternative model structure of metabolic systems ..., 1982) verweisen auf
Berk et al., 1969.
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wurden. Abbildung 17 zeigt das Ergebnis fiir das Zeitintervall (in Minuten) [0,240] beim
Drei- Kompartimentmodell. Die grofite Abweichung von den Messungen tritt zum Zeitpunkt

0.320

| Injektion von markiertem Bilirubin
(1 mg, 1 Minute)

0.256

+ .... Gemessene Daten
\—— Simulationsergebnis

\

0.192

0.128

AN

N

0. 064

Konzentration (mg / ml) des unkonjugierten Bilirubins im Plasma

\*\W%

0 48 96 144 192 240
Zeit (t)

0.000

Abbildung 17: Simulationsergebnisse fiir das Drei-Kompartimentmodell mit Werten fiir den
Normalgesunden im Zeitraum von vier Stunden.

t = 90 auf und betrdgt 0.0081 mg/ml. (Bei t = 10 ist der Fehler noch gréer (0.0141 mg/ml),
diirfte aber auf unsere Wahl des Impulses zuriick zu fithren sein, in der Literatur konnten wir
diesbeziiglich keine Angabe finden.) Fiir groflere ¢ nimmt die Abweichung ab und stimmt fiir
t = 1620 und ¢t = 1800 sogar mit der Messung iiberein.

Beim Zwei- Kompartimentmodell, bei dem das Extravasculire Gewebe aufler acht gelas-
sen wurde, wir aber die Transferkoeffizienten unveridndert liefen, sind die Werte des Simu-
lationskurve deutlich hoher als die Originaldaten. Hier betrigt die maximale Abweichung
0.0163 mg/ml zum Zeitpunkt ¢ = 70 (cf. Abbildung 18). Ab ¢ =~ 500 fillt die Kurve stark un-
ter die angegeben Werte, sodafl dieses Modell ab jenem Zeitpunkt keine zuverlifilichen Zahlen
liefert.

Den numerischen Unterschied in den Konzentrationsverldufen des unkonjugierten Biliru-
bins im Plasma zwischen dem Zwei- und Drei- Kompartimentmodell iiber die gesamte Simula-
tionszeit (1800 Minuten) ist in Abbildung 19 dokumentiert. Positive Werte signalisieren hohere
Konzentrationen beim Zwei- Kompartimentmodell als beim Drei- Kompartimentmodell. Bei
negativen Werten hingegen waren die numerischen Auswertungen beim Drei- Kompartiment-
modell hoher. Aus dieser Kurve ist auch ersichtlich, dafl beim Zwei- Kompartimentmodell ca.
ab dem Zeitpunkt ¢ = 500 ein starker Abstieg der Konzentration erfolgt, der jedoch nicht mit
dem experimentell gefundenen Sachverhalt iibereinstimmt. Die Tabelle 20 listet die gemesse-
nen so wie die berechneten Werte gesammelt auf.

Abschlieflend kann festgehalten werden, dafl mit dem Einbeziehen eines Kompartiments
fiir das Extravasculire Gewebe eine Steigerung in der Genauigkeit erreicht werden konnte
und somit konnte der Konzentrationsverlauf des unkonjugierten Bilirubins besser dargestellt
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Abbildung 18: Simulationsergebnisse fiir das Zwei-Kompartimentmodell mit Werten fiir den
Normalgesunden im Zeitraum von vier Stunden.
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360 720 st o 1080 1440 1800
Abbildung 19: Unterschied in den Konzentrationsverldufen des unkonjugierten Bilirubins im
Plasma zwischen den Zwei- und dem Drei- Kompartimentmodell.

werden. Dieses Drei- Kompartimentmodell benutzten wir deshalb auch fiir die Simulation bei
pathologischen Erscheinungsformen wie das Gilbertsche und das Crigler-Najjar Syndrom.

Pathologische Situationen beim Bilirubinstoffwechsel Mithilfe des Drei- Komparti-
mentmodells untersuchten wir die pathologischen Fille eines Gilbertschen und eines Crigler-
Najjar Syndroms. Wiahrend wir beim Gilbertschen Syndrom das Modell fiir den Normalgesun-
den beibehielten, &nderten wir das System fiir die Situation bei einem Crigler-Najjar Syndrom,
indem wir dei Transferkoeffizienten ky; und ko3 einfiithrten (vgl. Abbildungen 14 + 15). Die
restlichen Transferkoeffizienten sowohl beim Normalgesunden als auch in den pathologischen
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Zeit (min) | gemessene Daten | 2-Komp.modell | 3-Komp.modell
10 0.2590 0.2460 0.2349
20 0.1881 0.2000 0.1826
30 0.1492 0.1652 0.1446
40 0.1119 0.1385 0.1167
50 0.0987 0.1179 0.0959
60 0.0871 0.1016 0.0803
70 0.0724 0.0887 0.0683
90 0.0597 0.0696 0.0516
135 0.0353 0.0445 0.0318
150 0.0285 0.0390 0.0278
165 0.0254 0.0344 0.0246
180 0.0208 0.0304 0.0218
210 0.0185 0.0239 0.0175
225 0.0172 0.0212 0.0159
240 0.0168 0.0189 0.0144
300 0.0116 0.0118 0.0102
360 0.0085 0.0074 0.0077
540 0.0051 0.0018 0.0045
900 0.0027 0.0001 0.0026
1620 0.0011 ~ 0 0.0011
1800 0.0008 ~ 0 0.0008

Abbildung 20: Tabelle mit gemessenen und berechneten Werte des unkonjugierten Bilirubins
im Plasma

Féllen entnahmen wir der Literatur. Diese k;; sind mittels Identifikationsmethoden erstellt
worden und koénnen daher eine pathologische Situation anzeigen. Denn vergleicht man die
Transferkoeffizienten eines gesunden Menschen mit denen eines Patienten mit dem Gilbert-
schen Syndrom, kann festgestellt werden, daf} k2; (Aufnahme der Leber) und ko2 (Konjugation)
wesentlich voneinander abwichen. Bei einem Menschen mit Gilbertschen Syndrom betrugen
die Werte nur 40 bzw. 50 Prozent der Werte beim Normalgesunden. Auch der Massenfluf} k3,
vom Plasma in das Extravasculire Gewebe war bei den Untersuchungen an Menschen, die
unter dem Gilbertschen Syndrom leiden, wesentlich geringer (0.0047 und 0.0016). Die Kon-
stanten ki und k13 wiesen hingegen keinen signifikanten Unterschied auf, daher lieen wir sie
bei der Simulation unverdndert. Die Konzentrationsverlaufe des unkonugierten Bilirubins im
Plasma bei den einzelnen Gruppen sind in der Abbildung 21 graphisch veranschaulicht. Aus
diesem Diagramm ersieht man deutlich die defekte Konjugation des Bilirubins bei den zwei
Syndromen, die eine Anhdufung vom nicht-entgifteten Bilirubin zufolge hat. Die Konzentra-
tionsunterschiede zwischen einem gesunden Menschen und einem Patienten mit fehlerhafter
Konjugierung sind ebenfalls in dieser Abbildung 21 aufgezeichnet. Die positiven Werte be-
deuten, dafl die Konzentrationen in den pathologischen Féllen hoher sind als im Normalfall.
Weiters wurden die Bilirubinmassen der einzelnen Kompartimente berechnet, wobei nur beim
Plasma einen Anfangswert von 13 mg gesetzt wurde, wihrend wir fiir die Leber und fiir das

45



q.ZO

0.320

7 Konzentrationsunterschiede
zwischen:

Q Konzentrationsverlauf des unkonjugierten g

N Bilirubins im Plasma beim: o7

o

i i ~Naijjar- Normalgesunden und Menschen
_ a) Menschen mit Crigler-Najjar-Syndrom ~ e demgc”g‘er_Nahar_syndmm
= ~ b) Patienten mit Gilbertschen Syndrom E N
> 2 2 o
£ o N ¢) Normalgesunden £
= N / -
S 2
2 ~ <
g S s 3
2 8 Il g o
SEsE === g
5 ° HiEEE g
N4
-

- S

8 o

o \ Normalgesunden und Patienten

mit dem Gilbertschen Syndrom

o

IS] il

2] E—— o0 360 720 1080 1440 1800

0 360 720 1080 1440 1800 Zeit (min)
(a) Konzentrationsverlauf (b) Konzentrationsunterschied

Abbildung 21: (a) Konzentrationsverlaufe des unkonjugierten Bilirubins im Plasma bei einem
Normalgesunden, einem Patienten mit dem Gilbertschen Syndrom und einem Menschen mit
dem Crigler-Najjar Syndrom, (b) Unterschiede in den Plasmakonzentrationen.

Extravasculdre Gewebe bei 0 mg starteten. Die Abbildungen 22 + 23 listen diese Ergebnisse
auf. Zu beobachten ist, daf§ die Bilirubinmasse des Extravasculirem Gewebes nur beim Pati-
enten mit dem Crigler-Najjar Syndrom die Masse in der Leber iibersteigt. Hingegen ist dies
bei den anderen Gruppen nicht der Fall.

Auflerdem interessierte uns noch die Menge an indirekten Bilirubin, die in der Leberzelle
konjugiert wird. Abbildung 24 verdeutlicht klar, dal das Modell fiir den Menschen mit dem
Gilbertschen Syndrom bedeutend weniger Masse kalkuliert, was auch der Realitéit entspricht.

Zusammenfassend kann berichtet werden, daf3 dieses Drei- Kompartimentmodell die ge-
sunden von den pathologischen Erscheinungsbildern deutlich trennt und einen Einblick in die
Krankheitsformen gibt. Anhand von Messungen von Bilirubinkonzentrationen im Plasma aus
der Literatur wurde Modell im Falle eines Normalgesunden validiert und es wurden geringe
Abweichungen (bis 0.0081 mg/ml) festgestellt.

Simulationsergebnisse beim Sechs- Kompartimentmodell Die Transferkoeffizienten
wurden aufgrund von Mefldaten bestimmt, die aus Untersuchungen an Ratten vollzogen wur-
den. Ein Vergleich dieses Modells mit dem Drei- Kompartimentmodell bietet sich daher nicht
an. Dafiir beobachteten wir das Verhéltnis von konjugiertem und unkonjugiertem Bilirubin in
den jeweiligen Kompartimenten so wie schliellich die Menge in der Galle, die letztendlich zur
Ausgescheidung gelangt (cf. Abbildung 25). Eine zusitzliche Erkenntnis iiber das Verhalten
in den pathologischen Fillen konnen wir nicht gewinnen, da nur das unkonjugierte Bilirubin
dafiir verantwortlich ist.
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Abbildung 22: Bilirubinmasse im Plasma, in der Leber und im Extravasculdrem Gewebe beim
Drei- Kompartimentmodell (Normalgesunder und Patient mit dem Gilbertschen Syndrom).
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Abbildung 23: Bilirubinmasse im Plasma, in der Leber und im Extravasculdrem Gewebe beim
Drei- Kompartimentmodell (Normalgesunder und Patient mit dem Crigler-Najjar-Syndrom).

47



4 s}

4.8
=072

2

Bilirubinmasse (mg)
3,
h

6

1.
!

Konjugierung

k Normalgesunder

A\

Patient mit dem
Gilbertschen Syndfom

N

— |

360

720 1080

Zeit (min)

1440 1800

Abbildung 24: Bilirubinmasse in der Leber, die konjugiert wird (beim Drei- Kompartiment-
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Abbildung 25: Bilirubinmasse (konjugiert und unkonjugiert) im Plasma, in der Leber und in
der Galle (beim Sechs- Kompartimentmodell).

k12 k13 ka1 k31 koo | Vi(ml) | z1(0) (mg)
Normalgesunder 0.0065 | 0.0017 | 0.023 | 0.0047 | 0.011 45.6 13
Gilbertsches Syndrom | 0.0065 | 0.0017 | 0.0097 | 0.0016 | 0.0052 | 45.6 13

Abbildung 26: Parameter beim Drei- Kompartimentmodell fiir den Normalgesunden und fiir
einen Menschen mit dem Gilbertschen Syndrom
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k1o k13 ka1 k31 ko1 ko3

0.118 | 0.00433 | 0.0386 | 0.00283 | 0.00028 | 0

Abbildung 27: Parameter beim Drei- Kompartimentmodell fiir einen Patienten mit dem
Crigler-Najjar Syndrom.

ko1 = 0.278
k12 = 0.294
ka5 = 0.102
Vi=17ml

ksa = 0.001
kq = 0.57
ki3 = 0.198
ks2 = 1.200

kg1 = 0.113
kos = 0.011
kgs = 0.415
Vi =166 ml
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Abbildung 28: Parameter fiir das Sechs- Kompartimentmodell.



5 Kohlenhydratstoffwechsel

Als nichste Anwendung von Kompartimentmodellen wird die Regulierung des Kohlenhydrat-
stoffwechsels untersucht. Nach einfithrenden Bemerkungen iiber den Kohlenhydratstoffwechsel
[18, 19, 20, 26] werden vier Modelle beschrieben und es werden Simulationsstudien durch-
gefiihrt, wobei die Konzentrationsverldufe von Glukose, Insulin und Glukagon unter verschie-
denen Simulationsbedingungen in Diagrammform présentiert werden.

5.1 Einleitung

Beim Kohlenhydratstoffwechsel kommt der Glukose eine zentrale Bedeutung als Energietriager
zu, da alle Organe des menschliche Kérpers mit Glukose ausreichend versorgt werden miissen.
Im Falle unzureichender Versorgung ist die Funktion der Organe nicht mehr gewéhrleistet. Die
Glukose gehort zu den Monosacchariden (Einfachzucker) und wird innerhalb der Monosacche-
riden unter den Hexosen (Anzahl der C-Atome ist 6) eingereiht. Wie bereits erwihnt, ist die
Glukose der zentrale Energietréger des menschlichen Stoffwechsels, weshalb die Blut-Glukose-
Konzentration (Blutzuckerspiegel) im Mittelpunkt des Kohlenhydratstoffwechsels steht. Der
Blutzuckerspiegel wird im wesentlichen durch den Verbrauch, durch Zufuhr und durch die
Bildung von Glukose bestimmt. Als globaler Kohlenhydratspeicher dient die Leber. Dort wird
die Glukose als Glykogen, ein Polysaccherid, abgespeichert. Auch in den Muskeln kénnen Koh-
lenhydrate gespeichert werden, allerdings nur fiir den lokalen Gebrauch.

Von besonderem Interesse sind die Stoffwechselwege der Glukose, ndmlich die Glykolyse,
die Glukoneogenese, die Glykogenese und die Glykogenolyse. Zunéchst wird die Glukose in
Glukose-6-phosphat iberfithrt, das eine der Schliisselsubstanzen im Stoffwechsel der Glukose
darstellt. Hier teilen sich die Wege, wie es in Abbildung 29 gezeigt wird. Zwei Enzyme sind

Glukose

Glukose
6

Glykogenese

H -ht Glykogen
phospha

Glykogenolyse

Glykolyse

Laktat

Glukoneogenese
Abbildung 29: Stoffwechselwege der Glukose.

zunéchst fiir die Phosphorylierung der Glukose zu Glukose-6-phosphat verantwortlich, ndmlich
Hezxokinase und Glukokinase. Hexokinase wirkt auf alle Hexosen und weist eine sehr hohe Ak-
tivitdt auf. Glukokinase hat eine geringere Aktivitdt als Hexokinase und ist vor allem in der
Leber vorhanden. Die Enzymaktivitit der Glukokinase wird durch das Insulin beeinflufit, so-
mit ist diese Reaktion die erste Regelungsmoglichkeit der Glykolyse (siehe unten), weil das
Reaktionsprodukt Glukose-6-phosphat nicht die Glukokinase (im Gegensatz zur Hexokinase)
hemmt.
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Unter Glykolyse versteht man den anaeroben Abbau der Glukose zu Laktat sowie die aerobe
Glukoseverbrennung. Die Glukoneogenese ist im wesentlichen die Umkehrung der Glykolyse,
das heifit die Neubildung von Glukose aus Nichtkohlenhydraten wie zum Beispiel aus Laktat
und findet in der Leber und in der Niere statt. Das Enzym, das fiir die Reaktion von Glukose-
6-phosphat zu Glukose verantwortlich ist, heifit Glukose-6-phosphatase und stellt somit den
Gegenspieler zur Hexokinase dar. Insulin hemmt dieses Enzym, sodafl der Korper bei ausrei-
chender Kohlenhydratzufuhr die Glukoneogenese fast vollig einstellt. Bei der Krankheitsform
Diabetes mellitus (Zuckerkrankheit) fehlt jedoch diese Hemmung und es kommt trotz erhohter
Blutglukosekonzentration zu einer gesteigerten Gluconeogenese.

Unter Glykogenese versteht man die Glykogenbildung aus Glukose, wobei das Glykogen nur
in der Leber (bis zu 10% des Gewichtes) und im Muskel (1% des Gewichtes) in grofieren Men-
gen gespeichert wird. Als Glykogenolyse bezeichnet man die Umkehrung der Glykogenese,
also den Glykogenabbau zu Glukose.

Die Glukosekonzentration im Blut wird im wesentlichen durch die Hormone Insulin und
Glukagon reguliert. Aber auch Adrenalin und Wachstumshormone iiben Einfluf} auf den Glu-
kosestoffwechsel aus.

Insulin ist das einzige glukosesenkende Hormon, es wird in den B-Zellen der Langerhansschen
Inseln im Pankreas gebildet. Hauptreiz fiir die Insulinausschiittung ist ein erhéhter Blutzucker-
spiegel. Insulin iibt einen Einfluf} auf den Metabolismus der Glukose in mehrfacher Hinsicht
aus. Durch Aktivierung und Neubildung von Schliisselenzymen der Glykolyse (Glukokinase)
bewirkt Insulin einen Abbau der Glukose und somit eine Senkung des Blutzuckerspiegels.
Weiters erreicht Insulin durch den erhohten Pegel an Glukose-6-phosphat eine Steigerung der
Glykogenese und trigt daher folglich zu einer Zunahme von Glykogen bei. Schlielich hemmt
Insulin noch die Schliisselenzyme der Glukoneogenese (Glukose-6-phosphatase). Beim Diabetes
mellitus liegt eine ungentigende, gestérte Insulinwirkung vor. Bei einer Steigerung des Blut-
zuckerspiegels steht nicht geniigend Insulin zur Verfiigung, wodurch die Glukose vermindert
von der Leber aufgenommen wird, um als Glykogen gespeichert zu werden. Folglich kommt es
auch nicht zu einer Senkung der Blutglukosekonzentration.

Glukagon wird in den A-Zellen der Langerhansschen Inseln im Pankreas gebildet und wirkt
antagonistisch zum Insulin. Der Reiz fiir die Glukagonausschiittung ist ein erniedrigter Blut-
zuckerspiegel. Durch Hemmung der Glykolyse, durch Erhéhen des Glykogenabbaus und durch
die Forderung der Glukoneogenese in der Leber erreicht Glukagon eine Steigerung vom Blut-
zuckerspiegel. Auch das Adrenalin ist am Anstieg der Blutglukosekonzentration beteiligt,
indem es die Glykogenolyse in Leber und Muskel erhoht.

Die Normwerte fiir die Blutglukosekonzentration liegen zwischen 65 und 100 mg/100ml
(entspricht 3.6-5.6 mmol/1)®, fiir Insulin zwischen 8 und 24 mU/I (50-172 pmol/1) und fiir
Glukagon zwischen 50 und 250 mg/1 (14-83 pmol/l).

Die Regelungsvorgéinge im Kohlenhydratstoffwechsel werden noch genauer bei der Beschrei-
bung der Kompartimentmodelle erklart.

Snach D. Seidel, H. Schmidt-Gayk und W. Stibbe, Normbereich von Laborwerten
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5.2 Modelle des Kohlenhydratstoffwechsels

In diesem Abschnitt werden vier Modelle des Kohlenhydratstoffwechsels dargestellt, die sich
einerseits in ihrer Komplexitdt und andererseits in der Art und Anzahl der Kompartimente
unterscheiden. Unter den Modellen wird zwischen Minimalmodellen (in dieser Arbeit das Mo-
dell von Bolie [12] und das Modell von Berger und Rodbard [24]) und komplexen Modellen
(hier Modell von Cobelli [8] und Modell von Cramp and Carson [7]) differenziert. Die Mini-
malmodelle werden meistens zur Losung spezieller medizinischer Fragestellungen herangezogen
wie zum Beispiel die Bestimmung der Insulinsensivitéit. Die komplexen Kompartimentmodelle
geben dariiberhinaus einen umfassenden Einblick in die regulierenden Vorginge des Gluko-
semetabolismus und kénnen auch die pathologischen Prozesse wie zum Beispiel bei Diabetes
mellitus simulieren.

5.2.1 Modell von Bolie [12]

Bolie’s Modell gilt als erstes Modell iiber die Blutglukoseregulation. Bolie zieht ein System
mit zwei Kompartimenten in Betracht, eines fiir die Glukose und eines fiir das Insulin und
setzt ein lineares Kompartimentmodell an. Mit z; wird die Glukosemenge und mit xo wird
die Insulinmenge bezeichnet. Die Differentialgleichungen lauten:

:ﬁl(t) = —anfL‘l(t) — a12x2(t) + uq (t)
.’,‘UQ(t) = aglxl(t) — a22$2(t) =+ UQ(t)

wobei die a;; geeignet bestimmte positive Konstante sind, sodafl die Verteilung und Inter-
aktion zwischen Glukose und Insulin beschrieben werden kann. Die w;(¢) symbolisieren eine
intraventse Injektion von Glukose und Insulin.

Mit diesen Gleichungen kann die Regelung des Blutzuckerspiegels durch Insulin nur im hy-
perglykdmischen Bereich (Blutglukosekonzentrationswerte iiber ca. 100 mg/100ml) skizziert
werden. Eine hypoglykdmische Situation (Blutzuckerspiegel unter ca. 65 mg/100ml) kann da-
her wegen des Fehlens eines Kompartiments fiir Glukagon oder Adrenalin nicht behandelt
werden.

5.2.2 Modell von Berger und Rodbard [24]

Mit diesem Modell simulierten die Entwickler das Verhalten von Plasmaglukose und Plas-
mainsulin bei insulinabhéingigen Diabetikern (bei diesen Patienten kommt keine Insulinbil-
dung zustande) nach einer subcutanen Injektion von Insulin. Das Modell ist also auf diese
ganz spezielle Problemstellung zugeschnitten. Mathematisch wird die Insulinabhéingigkeit der
Patienten dadurch realisiert, daf} die Glukosekonzentration keinen Einfluf} auf das Plasmain-
sulin ausiibt. Bei diesem Modell interessiert sich der Anwender fiir das Tagesprofil der Glukose
und des Insulins, wihrend bei den anderen Modellen, die spéter noch behandelt werden, das
Kurzzeitverhalten (bis vier Stunden) im Vordergrund steht.

Berger und Rodbard postulieren ein System mit einem Kompartiment fiir Plasmaglukose und
mit einem Kompartiment fiir Plasmainsulin. Abbildung 30 zeigt das Schema fiir das Modell
und die einzelnen physiologischen Prozesse, die dabei beteiligt sind.
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Glukosezufuhr |::> (P;Iﬁi?:e <:| Endogene Produktion
Glukoseverbrauch
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Insulinabsorption

} Plasma
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Subcutane Injektion

Insulinelimination

Abbildung 30: Modell nach Berger und Rodbard fiir den Kohlenhydratstoffwechsel nach einer
subcutanen Insulininjektion.

Die Plasmainsulinkonzentration wird durch die Absorption der Injektion und von der Insu-
linelimination im Plasma beeinflufit. Die Absorption von Insulin (siehe Abbildung 31) wird
mathematisch durch eine Michaelis-Menten-Dynamik ausgedriickt (normalisiert):

100¢°

A(t) = 100 Ty (19)
wobei A(t) in Prozent des injezierten Insulins angegeben wird, ¢ ist die Zeit, s ist eine Kon-
stante, die das Zeitverhalten der Absorption charakterisiert und T ist das Zeitintervall, in
dem die Hélfte des injezierten Insulins absorbiert ist. T59 héingt linear von der Dosis der In-
sulinzufuhr (D) ab, also Tso(t) = aD(t) + b (mit Konstanten ¢ und b). Die Anderung in der
Insulinkonzentration wird durch die erste Ableitung der Insulinabsorption (Gleichung (19))
und durch eine (lineare) Eliminationsrate k. berechnet (cf. Abbildung 31). Man erhilt:

o
o 8_
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|l o Va\
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i / \\
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Insulinkonzentration (muU/l)
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Abbildung 31: Insulinabsorption und Insulinkonzentration nach einer subcutanen Injektion
von 24 U Insulin, berechnet mit den Gleichungen (19) und (20).
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@ = (e — kD) [V (20)
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wobei V; das Plasmavolumen von Insulin ist. Die Plasmaglukosekonzentration ergibt sich aus
der Glukosezufuhr G, (¢t) und aus dem Glukoseverbrauch G, (t), und somit kann man die
Differentialgleichung fiir die Anderung der Plasmaglukosekonzentration anschreiben mit

E _ Gzn(t) - Gout(t)
dt Va

mit Vi ist das Plasmavolumen der Glukose. Es wird angenommen, dafl der Glukoseverbrauch
linear vom Insulin und in Form einer Michaelis-Menten-Gleichung von der Glukosekonzentra-
tion abhingt, also

Vma:v G

GOUt(t’ I) = CI(t) +d und Gout(ta G) - m
m

(21)
wobei ¢, d konstante Parameter und V4., K, die typischen Michaelis-Menten-Parameter
sind. V4 hdngt von Insulin ab und kann durch die Beziehung

Gout(t, I)( Ky + G)
Gy

Vinaz(I) = (22)

berechnet werden. G} ist der basale Konzentrationswert der Glukose im Plasma (ca. 95
mg/100ml). Aus (21) und (22) ergibt sich dann die Formel fiir den Glukoseverbrauch:

G(cI + d) (K + Gy)
Gb(Km + G)

Gout(Ga I) =

Die genauen Parameterwerte und die Werte fiir das Plasmavolumen kann der Leser in [24]
nachschlagen. Berger und Rodbard entwickelten dieses Modell fiir klinische Zwecke, das heif}t,
die Ergebnisse von den Simulationsldufen zeigen die Auswirkungen auf die Blutglukosekonzen-
tration und auf das Plasmainsulin bei verschiedenen Varianten der Insulinzufuhr. So konnten
sie moglichst gute Zeitpunkte mit entsprechenden Dosierungen von subcutanen Insulininjek-
tionen herausfinden, die unter anderen an Nahrungseinahmen (realisiert durch G,;,) angepaf}t
sind.

5.2.3 Das Modell von Cobelli [8]

Das Modell besteht aus drei Teilsystemen, die durch Kontrollmechanismen gekoppelt sind,
ndmlich ein System fiir Glukose, eines fiir Insulin und eines fiir das Glukagon. W&hrend fiir
die Glukose im Plasma und in der extrazelluldren Fliissigkeit (1) und fiir das Glukagon im
Plasma und in der interstitiellen Fliissigkeit (z1) jeweils ein Kompartiment verwendet wurde,
modellieren fiinf Kompartimente das Insulinsystem, nimlich gespeichertes Insulin im Pan-
kreas (yg), sofort verfiighares Insulin im Pankreas (yg), Insulin im Plasma (y;), Insulin in
der Leber (y2) und Insulin in der interstitiellen Fliissigkeit (y3). Abbildung 32 zeigt diese
Kompartimente mit den Interaktionen untereinander, den Koppelungen und den physiologi-
schen Prozessen und Funktionen, die auf die Kompartimente einwirken. Zum Unterschied zu
den vorher erwidhnten Minimalmodellen von Bolie und Berger/Rodbard findet nicht nur das
Plasma Riicksicht in der Modellbildung. Somit kann dieses System vor allem durch die phy-
siologischen Prozesse, die wir weiter unten niher untersuchen moéchten, einen Einblick in den
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NHGB F4 (insulinabhaengiger Glukoseverbrauch)

(Net Hepatic Glucose Balance)

Xy

Glukose

4D F5 (insulinunabhaengiger Glukoseverbrauch)

F3 (renale Glukoseauscheidung)

Insulin

(Glukago7nsekretion)

Glukagon

Abbildung 32: Modell von Cobelli fiir den Kohlenhydratstoffwechsel. Strichlierte Linien re-
presentieren Kontrollmechanismen, Pfeile mit ausgefiillter Spitze symbolisieren die physiolo-
gischen Prozesse und Pfeile mit einfacher Spitze bedeuten einen proportionalen Fluf.

Kohlenhydratstoffwechsel geben.

Im folgenden werden die einzelnen metabolischen Prozesse, die im Modell Beachtung fanden,
genauer analysiert. Das sind fiir das Glukosesystem die NHGB (Net Hepatic Glucose Balance),
die sich aus der Differenz zwischen Glukoseproduktion (#7) und Glukoseaufnahme (F3) der Le-
ber ergibt, weiters die renale Ausscheidung der Glukose (F3), der insulinabhéngige Verbrauch
(Fy) und der insulinunabhéngige Verbrauch (F5) der Glukose. Beim Insulinteilsystem wird die
Insulinsynthese (w) und die Insulinsekretion (Fg) betrachtet und schlielich wird noch beim
Glukagonsystem die Glukagonsekretion (F7) angefiihrt. In diese Prozesse sind auch enzyma-
tische Reaktionen eingebaut, welche zum Teil in der Einleitung besprochen wurden. Fiir die
mathematische Formulierung der Enzymreaktionen zogen die Entwickler dieses Modells den
Tangenshyperbolikus (tanh) in Betracht. Mit dieser Funktion kénnen die Séttigungscharak-
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teristik, Schwellwerte und Kontrollmechanismen beriicksichtigt werden (siehe spéter bei den
einzelnen Prozessen).

Glukoseproduktion der Leber (F;) Es wird heute angenommen, dafi die Glukosepro-
duktion in der Leber von der Plasmaglukose, vom Insulin in der Leber und vom Glukagon
im Plasma abhéngt. Zum Beispiel wurden in [13] Versuche an insulinabhingigen Diabetikern
angestellt, die Insulininfusionen verabreicht bekamen, damit die Insulinkonzentrationen die
Normwerte nicht iiberstiegen, sodafl auf diese Weise der Einfluf} auf die Glukoseproduktion
ausgeschaltet wurde. Bei einem stabilen Blutzuckerspiegel von ca. 84 mg/100ml lag bei den
Patienten die Glukoseproduktion bei 1.9 mg/min/kg. Nach einer intravendsen Infusion von
Glukose (zu 50% Dextrose) iiber einen Zeitraum von zwei Stunden ging die Glukoseproduk-
tion in der Leber zuriick auf Werte von 0.2-0.4 mg/min/kg. Mathematisch setzten Cobelli et
al. diesen Sachverhalt folgendermafien an:

—z1(0
Ml(Il) = 05(1 - tanh[blz),(wlTxl()
T

Vz ist das Glukosevolumen von Plasma und extrazelluldrer Fliissigkeit und wurde von uns
mit 14 Liter (bei einem Koérpergewicht von 70 kg) angenommen. by und c;3 sind konstante
Parameter, wobei ¢13 der Schwellwertbereich sein soll, ab dem die Glukosekonzentration Ein-
wirkungen auf die Glukoseproduktion haben soll. ¢;3 wurde auf 20 gesetzt, das heifit, ab 20
mg/100ml unter dem basalen Wert wird bei steigender Glukosekonzentration der tanh immer
grofer, und somit kommt es durch das Minus vor dem tanh zu einer Abnahme von M (z1),
was zu einer Verminderung der Glukoseproduktion beitrigt.

Auch im weiteren wird diese mathematische Formulierung fiir die metabolischen Prozesse beim
Modell von Cobelli verwendet, wobei immer das selbe Prinzip zur Geltung kommt, ndmlich
durch einen Schwellwertbereich und ein Plus oder Minus vor dem tanh wird in Abhéngigkeit
von Uber- (Positiver Schwellwert) und Unterschreiten (negativer Schwellwert) dieses Bereiches
eine Steigerung oder Abnahme in der Produktion, Aufnahme, Ausscheidung, im Verbrauch,
in der Synthese oder in der Sekretion erreicht.

In [14] unter anderen wurden die Wirkungen von Insulin in der Leber (Senkung) und Gluka-
gon (Anstieg) auf die Glukoseproduktion untersucht, indem der Glukosekonzentrationsspiegel
konstant gehalten wurde. Im Modell werden diese Sachverhalte durch die Funktion H;(ys) fiir
den Einfluf} von Insulin und durch die Funktion G1(z1) fiir die Auswirkung auf die Glukose-
produktion durch Glukagon dargestellt. Sie lauten:

+013>])

—y2(0
Hl(yg) = 0.5(1 — tanh[b12 (?/2?%() + 012)])
L
mit V7, ist das Volumen der Leber (2.1 Liter), by ist eine Konstante und der Schwellwertbereich
c12 wurde mit 7 (pU/ml) angesetzt.
21(0)

G1(21) = 0.5(1 + tanh[by (L

v, +C11>])

wobei V,, das Volumen von Plasma und interstitiellen Fliissigkeit (14 Liter) ist, b1; wieder eine
Konstante und ¢;; als -0.85 (ng/ml) gewéhlt wurde.
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Aus diesen drei Funktionen (M, Hy, G1) setzten Cobelli et al. die gesamte Glukoseproduktion
in der Leber zusammen, indem sie diese drei Funktionen multiplikativ verkniipften, um die
gegenseitige Abhingigkeit auszudriicken. Das ergibt

Fi (21,92, 21) = a11G1(21) H1(y2) M1 (1)

wobei a11 eine Konstante ist. In Abbildung 33 berechneten wir diese Glukoseproduktion in der
Leber in Abhéngigkeit von z; mit den oben angeschriebenen Formeln und den in [8] angegeben
Werten der Parameter aus. Die Glukagonkonzentration hielten wir auf dem basalen Wert von
0.075 ng/ml fest, wihrend wir die Insulinkonzentration der Leber um 5 xU/ml inkrementier-
ten. Wir konnten allerdings nicht herausfinden, in welcher Einheit F} Ergebnisse liefert, oder
welchen Umrechnungsfaktor die Autoren fiir das Modell verwendeten. In unserer Abbildung
(sowie in allen weiteren Abbildungen, die die metabolischen Prozesse beschreiben) haben wir
die Werte, die F} liefert, aufgenommen, daneben jedoch einen ungefihren Wertebereich aus
der Literatur angegeben.

.0

1.6
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Leberinsulinkonzentration = 20 puU/ml

q.B

Glukagonkonzentration
von 0.075 ng/ml

25
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Glukoseproduktion in der Leber

0.2
L
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Glukosekonzentration (mg/100ml) Glukosekonzentration (mg/100ml)

(a) Glukoseproduktion (b) Glukoseaufnahme

Abbildung 33: Glukoseproduktion F; und Glukoseaufnahme F5 in der Leber.

Glukoseaufnahme in der Leber (F;) Die Glukoseaufnahme der Leber (das ist im grofien
und ganzen die Umwandlung von Glukose in Glykogen) wird im wesentlichen durch die Plas-
maglukose und durch das Insulin in der Leber geregelt. Auch hier wurde wieder der tanh in
die mathematische Beschreibung aufgenommen. Die Einwirkung von Insulin auf die Glukose-
aufnahme der Leber wird durch die Formel

Hs(y2) = 0.5(1 — tanh[bgl (?H%:ZZ(O) + 021)])
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ausgedriickt, wobei by eine Konstante und cy; wieder der Schwellwertbereich ist. Eine Zunah-
me von Insulin in der Leber vermindert also die Glukoseaufnahme in der Leber. Der Einfluf3
von Plasmaglukose auf F5(z1,y2) wird mathematisch folgendermafien errechnet:

z1 —x1(0
MQ(xl) = a1 + a2220.5(1 + ta,nh[b22 (171()

A + 022>])

Die agp; und by sind feste Parameter. cop wurde mit -108.5 angesetzt, das heifit ergo, dafl
erst bei einer Glukosekonzentration von ca. 200 mg/100ml der tanh positiv wird und somit
M>s(x1) zu einer Zunahme der Umwandlung von Glukose zu Glykogen beitriagt. Auch die
Glukoseaufnahme in der Leber setzten die Entwickler dieses Modells durch Multiplikation von
M (z1) und Hs(y2) an. Dies ergibt:

Fy(z1,y2) = Ha(y2) Ma(1)

In Abbildung 33 sind die Ergebnisse von F; bei festen Konzentrationswerten des Leberinsulins
dokumentiert.

Renale Ausscheidung der Glukose (F3) Hier findet die Nierenschwelle (Plasmaglukose-
konzentration von 180 mg/100ml) Eingang in das Modell, ab der es zu einer Ausscheidung
von Glukose kommt. Die renale Exkretion der Glukose ist unabhéngig von Insulin und Glu-
kagon, ist nahezu Null bei Konzentrationswerten der Plasmaglukose unter der Nierenschwelle
(ausgedriickt durch Mz (z;), siche weiter unten) und nimmt bei der Uberschreitung der Nie-
renschwelle eine lineare Form an (M33(z1)). Die Gleichungen sind folgende:

F3(x1) = M3y (x1)Msa(z1)
mit den Funktionen

My (21) = 0.5(1+tanh[b31<%+631)])

xr
1
Mso(z1) = 03217+a322
T

wobei die a32; und b3; Konstante sind, und c3; die Nierenschwelle darstellt.

Insulinabhingiger Glukoseverbrauch (F;) Der Wirkungsort des insulinabhéngigen Glu-
koseverbrauchs sind hauptséchlich die Muskeln und das adipose Gewebe. In [15] wird je ein
Dreikompartimentmodell fiir Insulin und Glukose aufgestellt in der Form eines Mammillarysy-
stems mit je einem Zentralkompartiment (dem Plasma), einem kleineren schnell vermischbaren
Kompartiment und einem grofleren langsam vermischbaren Kompartiment. Weiters wird in
[15] nachgewiesen, daf§ das langsam vermischbare Kompartiment des Insulins verantwortlich
fiir den peripheren Glukoseverbrauch in den Muskeln und im adiptsen Gewebe ist (siehe Fi-
gure 6 in [15]). Im Modell von Cobelli wird hierfiir das Insulin in der interstitiellen Fliissigkeit
ys in Betracht gezogen. Eine groflere Menge von Insulin in der interstitiellen Fliissigkeit be-
wirkt eine vermehrte periphere Glukosenutzung. Die mathematische Formulierung, die diese
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Korrelation veranschaulichen soll, ist

Hi(ys) = 0.5(1 + tanh[byy (yi”?@f”(o) +en)))
dabei ist V; das Volumen der interstitiellen Fliissigkeit und wurde auf 7 Liter gesetzt. Der
Schwellwert c4; wird mit -50.9 (xU/ml) angegeben, das heifit, ab ca. 58 pU/ml Insulin in der
interstitiellen Fliissigkeit beginnt eine Zunahme des Glukoseverbrauchs in den Muskeln und
im adipdsen Gewebe. Weiters wird dieser insulinabhéngige Glukoseverbrauch auch von der
Glukose selbst bestimmt und mit folgender Gleichung modelliert

x1 — x1(0)

My(z1) = 0.5(1 + tanh[b42< -

+C42)])

cag ist -20.2 (mg/100ml), also nimmt jener Glukoseverbrauch ab ungefihr 115 mg/100ml
Glukosekonzentration zu. Mit My und Hy erhilt man die gesamte Funktion fiir die periphere
Glukosenutzung und zwar

Fy(71,y3) = ag1 Hy(ys) My(z1)

Fy ist in Abbildung 34 niedergelegt.
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Abbildung 34: Peripherer Glukoseverbrauch Fy und Insulinsynthese w.

Insulinunabhiingiger Glukoseverbrauch (F5) In [16] wird bewiesen, daf} die Glukoseauf-
nahme im zentralen Nervensystem unabhéngig von der Insulinkonzentration oder von anderen
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Hormonen ist und nur von der Glukosekonzentration bestimmt wird. Die folgenden Gleichun-
gen sollen dies zum Ausdruck bringen.

F5(z1) = Msi(z1) + Msz(z1)

wobei
1 — x1(0
M51 (:L‘l) = Qap1 tanh[b51 <1T1() + 651)])
1 —x1(0
Msy(x1) = a52%1()+b52
xT

mit den iiblichen konstanten Parametern as;, bs; und dem Schwellwert cs;.

Insulinsynthese (w) und Insulinsekretion (F5) In [9] wird ein Insulinteilsystem entwor-
fen, das dann auch im Modell von Cobelli zum Einsatz kommt. Darin wird angenommen,dafl
die Insulinsynthese nur von der Blutglukosekonzentration kontrolliert wird, und ab Werte von
ca. 180 mg/100ml Plasmaglukosekonzentration eine vermehrte Insulinbildung im Pankreas
auftritt. Die Insulinsynthese wird mathematisch angeschrieben durch

r1 — I (0)

w(z1) = 0.5 aw (1 + tanh[bw( =

+ e )))
und ist in Abbildung 34 graphisch verdeutlicht. Die Insulinsekretion wird durch eine Funktion
von z; und ygr (siehe Abbildung 32) modelliert und lautet

(0)

] —
Fs(yr,z1) = 0.5 ag(1 + tanh[bg;(% + 06)])yR

cp ist -19.68 (mg/100ml), also ab einer Glukosekonzentration von ungefihr 110 mg/100ml setzt
ein Anstieg in der Insulinsekretion ein.

Glukagonsekretion (F7) In [17] wurde durch Experimente festgestellt, daf durch Glukose-
und Insulininfusionen (0.25 g/kg/h bzw. 0.003 U/kg/min) ein starker Abfall von Plasmaglu-
kagon zu verzeichnen ist, ndmlich von 75 pg/ml vor den Infusionen auf 55 pg/ml 60 Minuten
nach den Infusionen. Dieses Verhalten soll durch folgende Formeln angenihert werden

Fr(71,y3) = ar Hq(ys) Mz (z1)

wobei
Hr(y3) = 0.5(1 —tanh[by (y?’%zf(o) + 071)])
r1 — :El(O)

My (z)) = 0.5(1—tanh[b72< +c72)])

Va
Die Glukosesekretion F7 ist Abbildung 35 dargestellt.
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Abbildung 35: Glukagonsekretion.

Die Modellgleichungen Mit diesen oben erwihnten Funktionen, die die metabolischen
Prozesse beschreiben, werden nun die Differentialgleichungen des gesamten Modells von Co-
belli formuliert. Es werden folgende Variablen (in Klammer dahinter die Mengeneinheit, in
der gerechnet werden soll) eingefiihrt:

x1 ist die Menge von Glukose im Plasma und in der extrazelluliren Fliissigkeit (mg), yg ist die
gespeicherte Insulinmenge im Pankreas (uU), yr ist die Menge des sofort freisetzbaren Insulins
im Pankreas (uU), y; stellt die Insulinmenge des Plasmas (uU) dar, y, ist die Insulinmenge
in der Leber (uU), y3 symbolisiert die Menge an Insulin in der interstitiellen Fliissigkeit (pU)
und z; ist die Glukagonmenge im Plasma und in der interstitiellen Fliissigkeit (ng). Mit die-
sen Bezeichnungen lauten die Differentialgleichungen (NHGB = F; — F; ist die Net Hepatic
Glucose Balance):

#1(t) = NHGB(z1,y2,21) — F5(x1) — Fy(x1,y3) — F5(x1) + Glukosezu fuhrrate
ys(t) = —kays + ki2yr + w(z1)

yr(t) = korys — ki2yr + Fs(yr, 1)

91(t) = —(mo1 +mao1 +m31)y1 + migys + misys + Insulinzufuhrrate

y2(t) = —(moz2 +mi2)ye + mary1 + Fs(yr, 1)

ys(t) = —misys +msaiy

21(t) = —hoez1 + Fr(z1,y3)

mit m;j, hoo und k;; sind konstante Parameter. Alle Parameter sowie die Volumina V,, Vg,
und V7 und Hinweise fiir die Anfangswerte sind in [8] zu finden.

Kritische Anmerkungen zum Modell von Cobelli Die Entwickler dieses Modells simu-
lierten sowohl hyperglykidmische als auch hypoglykdmische Situationen bei Diabetikern und
Normalgesunden. Zur Validierung des Modells betrachteten sie das Verhalten der Modellva-
riablen bei verschiedenen Testinputs. Solche Testinputs waren zum Beispiel eine intravenose
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Glukoseinjektion, um den intraventsen Glukosetoleranz-Test (IVGTT) zu modellieren, und
eine Glukoseinfusion von 12.5 bis 25 g in 60 Minuten. Auch den Tolbutamide-Test fiithrten
Cobelli et al. an ihrem Modell durch, bei dem eine hypoglykimische Situation durch Beigabe
von Tolbutamide hervorgerufen wird. Weiters simulierten die Modellierer den intravendsen
Insulintoleranz-Test (IVITT) sowie das Verhalten des Systems bei konstanten Insulininfusio-
nen. Abbildungen, Resultate und Graphen sind in [8] zu finden. Mit diesem Modell konnten
Cobelli et al. auch den Kohlenhydratstoffwechsel bei einem Diabetiker einsetzen, indem sie
die Glukoseaufnahme in der Leber Fy konstant wihlten, Hy(y3) einen festen Wert gaben und
einige Parameterwerte dnderten, vor allem die Parameter, die im Insulinsystem Verwendung
fanden. AuBerdem kann dieses Modell schnell durch Andern der basalen Werte z1(0), y5(0),
yr(0), yi(0) und z;(0) auf eine spezielle Person angeglichen werden.

Interessant ist der Einsatz des tanh, mit dem Cobelli et al. die enzymatischen Reaktionen
berechneten. In den meisten medizinischen Lehrbiichern werden solche enzymatischen Reak-
tionstypen allerdings mit einer Michaelis-Menten Dynamik modelliert, wie sie auch im Modell
von Cramp and Carson (siehe unten) zum Einsatz kam. Ein weiterer Diskussionspunkt beim
Modell von Cobelli ist sicherlich, daf fiir die Glukose (die eine zentrale Rolle im Kohlenhydrat-
stoffwechsel spielt) nur ein Kompartiment aufgestellt wurde und nicht zum Beispiel zwischen
Plasmaglukose und portaler Glukose wie im Modell von Cramp and Carson unterschieden
wird. Eine feinere Unterteilung fiir das Glukoseteilsystem und auch fiir das Glukagonsystem
wird im néchsten Modell (von Cramp und Carson) gemacht.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Modell von Cobelli mit den angegebenen Parameterwerten
programmiert und auf der Basis dieses Modells Simulationsstudien durchgefiihrt, die zu Er-
gebnissen fithrten, die zum Teil nicht verifiziert werden konnten. Wir vermuten, dafl entweder
Parameterwerte falsch waren, Umrechnungsfaktoren vergessen wurden, Einheiten vertauscht
wurden oder die Parameter nicht auf die Einheiten abgestimmt waren. Das Vertrauen in die
Angabe war von vornherein nicht hoch, da bei allen Parameterangaben die Dimensionsangabe
fehlte.

5.2.4 Das Modell von Cramp and Carson [7]

Im Unterschied zu den vorher erwdhnten Modellen wird hier ein eigenes Kompartiment fiir
Glukose-6-phosphat konstruiert, dessen Variable auch bei den metabolischen Prozessen der
Glukoneogenese, der Glykogenese und der Glykogenolyse eine wesentliche Rolle in der ma-
thematischen Formulierung spielt. Interessanterweise wurde aber bei der Glykolyse auf eine
Einbindung der Glukose-6-phosphat-Variable in die Formel verzichtet, sodafl die Glykolyse
unabhéngig von der Glukose-6-phosphat-Konzentration modelliert wurde.

Neben einem Kompartiment fiir Glukose-6-phosphat (z4, M) fanden auch noch ein Kompar-
timent fiir Glykogen (z3, M), eins fiir die portale Glukose (2, M) sowie Plasmaglukose (1,
M) und je ein Kompartiment fiir portales Insulin (zg, mU), Plasmainsulin (z5, mU), portales
Glukagon (zg, pg), Plasmaglukagon(z7, ug) und Adrenalin (z9, mg) Eingang in das Modell
von Cramp and Carson. In Abbildung 36 ist dieses Modell graphisch skizziert, wobei gestri-
chelte Linien hormonelle Einfliisse andeuten.

Ein weiterer Unterschied zu den anderen weiter oben beschriebenen Modellen ist die Moglich-
keit, eine orale Glukoseeinnahme zu modellieren. Diese Einnahme wird im Modell mit einem
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Abbildung 36: Modell von Cramp and Carson.

Input 7> am Kompartiment der portalen Glukose realisiert, sodal mit diesem System der orale
Glukosetoleranz-Test (0oGTT) simuliert werden kann. Der oGTT ist nach [26] auch das heute
am verbreitenste Verfahren zur Bestimmung der Glukosetoleranz und somit zur Erkennung
einer Zuckerkrankheit.

Auch bei diesem Modell wollen wir nun die einzelnen metabolischen Prozesse naher analysie-
ren, das wéren hier die Glykolyse, die Glukoneogenese, die Glykogenese und die Glykogeno-
lyse (vgl. Einleitung). Im Gegensatz zu Cobelli et al. beschreiben Cramp and Carson diese
Stoffwechselvorgénge nicht mit dem Tangenshyperbolikus sondern mit einer Michaelis-Menten
Dynamik. Schwellwerte, Sdttigungscharakteristiken und hormonelle Einwirkungen driicken sie
durch Fallunterscheidungen in den einzelnen Funktionen aus. Die ,Laufvariablen® sind bei
der Glukoneogenese das Glukose-6-phosphat und das Plasmainsulin, bei der Glykogenese und
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Glykogenolyse nur das Glukose-6-phosphat wihrend bei der Glykolyse die Glukose und das
Plasmainsulin als Laufvariable dienen.

Die Glykolyse fi(z1,z5,27) Es wird angenommen, dafl die Glykolyse von der Plasmag-
lukose abhingt und vom Plasmainsulin sowie vom Plasmaglukagon gesteuert wird. Bei einer
Plasmainsulinmenge von unter 65 mU wird f; Null gesetzt, das heifit, die Glukose wird nicht
zu Laktat abgebaut. Unterschieden wird noch bei einer Insulinmenge zwischen 65 mU und 700
mU und einer Insulinmenge von iiber 700 mU. Ab diesem Wert spielt dann das Insulin eine
gewichtetere Rolle bei der Glykolyse. Beim Plasmaglukagon ist 0.42 pg der kritische Wert,
bei dem die Modellierer eine Fallunterscheidung in der Formulierung der Gleichung fiir die
Glykolyse durchfithrten. Bei Werten von iiber 0.42 ug Plasmaglukagon sinkt die Glykolyse,
was bei Plasmainsulinwerten gréfler als 700 mU allerdings keine Bedeutung mehr zeigt. Die
mathematische Formulierung lautet:

(o falls 65 < 25 < 700 und z7 < 0.42

e L falls 65 < 25 < 700 und z7 > 0.42

fi(z1, 25, 27) = <

0.25 —699
22.7+1f§(§§f(w54);99) falls 25 < 700

L 0 falls x5 < 65

In Abbildung 37 wurde f; ausgerechnet. Einmal wurde das Glukagon festgehalten und das
Insulin variiert und das andere mal wurde der Wechsel der Glykolyse bei verschiedenen Glu-
kagonwerten (kleiner als 0.42 pug und grofler als 0.42 ug) verdeutlicht.

Die Glukoneogenese fo(z4,25) Zum Unterschied zur Glykolyse ist bei dieser Modellie-
rung der Glukoneogenese das Glukose-6-phosphat die Laufvariable. Weiters beeinflufit auch
noch das Plasmainsulin diese physiologische Funktion, sodafl Cramp and Carson bei einer
Plasmainsulinmenge von 300 mU die Gleichung fiir die Glukoneogenese dnderten, indem bei
Werten unter 300 mU das Insulin keine direkte Wirkung auf fo ausiibt. Die Formulierung fiir
die Glukoneogenese wird angeschrieben mit:

S o falls z5 < 300
fo(wg, x5) =
68224 falls 25 > 300

2410004 (x5 —293)/7

Die Abbildung 38 zeigt die Glukoneogenese in Abhéngigkeit vom Glukose-6-phosphat bei
verschiedenen Plasmainsulinwerten.

Die Glykogenese f3(x4,x3,x6,23) Der Wirkungsort der Glykogenese ist die Leber, des-
halb wird diese Glykogenbildung durch das portale Insulin und durch das portale Glukagon
gesteuert. Denn bei einer portalen Insulinmenge unter 32 mU oder einer portalen Glukagon-
menge iiber 0.35 pug wird die Glykogenese im Modell von Cramp and Carson vollig eingestellt.

64



10

N
65 mU < Plasmainsulin < 700 mU
760
o .
~ ©
Plasmainsulin = 715 mU
= =
= i,i E o 0.32
£
=7 =¥
= | ~ o
g T o T
2 Glukagon < 0.42 =
S 2 g i S Glukagon = 0.48 g
< >
= =
[0) O]
w
s o7
65 mU < Plasmainsulin < 700 mU
e
“0.0 0.3 0.6 *072 0.9 1.2 1.5 0.0 0.3 0.6 (02 0.9 .2 1.5
Plasmaglukose (M) Plasmaglukose (M)
(a) Insulin variabel (b) Glukagon variabel
Abbildung 37: Die Glykolyse.
"
2-7 Plasmainsulin < 300 mU
=)
£
= o
s
Qo
0 o
S - 330 muU
g w
o o
c
o
X
=
V] 410 muU
m
o
490 mU
o
o T T T T
0 1 2 x10* 3 4 5

Glukose-6-Phosphat (M)

Abbildung 38: Die Glukoneogenese.

AuBlerdem wird ab einer Leberglykogenkonzentration von 0.5 M kein Glykogen mehr in der Le-
ber gebildet. Ansonsten verhélt sich dieser Prozefl wieder in der Form einer Michaelis-Menten
Gleichung mit dem Glukose-6-phosphat als unabhéngige Variable. Die gesamte Gleichung fiir
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die Glykogenese wird folgendermaflen definiert:

% falls zg > 32 und z3 < 0.5 und zg < 0.35

f3(!L'4, x3,T6, $8) =
0 falls ¢ < 32 oder z3 > 0.5 oder zg > 0.35

Der Graph von f3 ist in Abbildung 39 fiir den Fall, bei dem eine Glykogenbildung aus Glukose
zustande kommt, gezeigt.
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Abbildung 39: Die Glykogenese und die Glykogenolyse.

Die Glykogenolyse f4(x4,z8,29) Alsletzten physiologischen Prozefl im Kohlenhydratstoff-
wechsel beim Modell von Cramp and Carson besprechen wir noch die Glykogenolyse, also die
Umkehrung der Glykogenese. Auch hier spielt das Glukose-6-phosphat die zentrale Rolle in
der Formulierung der Gleichung diesesmal allerdings in Form einer modifizierten Michaelis-
Menten Dynamik mit einem absteigenden Graphen, wie er in Abbildung 39 errechnet wurde,
und hat die Form

_ k‘l—k‘gﬂj
ks = ka + ity

f(z)

Die Glykogenolyse ist im Modell auch der einzige metabolische Vorgang, bei dem Cramp
and Carson das Adrenalin mit in die Formulierung setzten, und zwar kommt es bei einer
Plasmaadrenalinmenge unter 0.32 mg und gleichzeitiger portaler Glukagonmenge unter 0.35
1g zu keinem Glykogenabbau zu Glukose in ihrem Modell. Die Gleichung fiir die Glykogenolyse
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148t sich wie folgt anschreiben:

0.03—31.2z
32—1000:1:4—1—11.1/(44(1)00:1:4—1—1) falls xg > 0.35 oder z9 > 0.32

fa(wa, 28, 29) =
0 falls g < 0.35 und zg < 0.32

Die Modellgleichungen Es werden nun die einzelnen Kompartimente mit den dazugehori-
gen Differentialgleichungen im Modell von Cramp and Carson erortert. Weiters werden in
diesem Abschnitt auch Modifikationen in den Gleichungen besprochen, mit denen man den
Kohlenhydratstoffwechsel bei pathologischen Situationen wie den Diabetes mellitus simulieren
kann. In diesem Modell bietet sich eine Anderung in der Enzymaktivitit an zum Beispiel der
Hexokinase oder der Glukose-6-phosphatase. Diese Moglichkeiten werden bei den einzelnen
Differentialgleichungen erwihnt.

Glukose-6-phosphat z,; Glukose-6-phosphat ist eine Schliisselsubstanz im Kohlenhy-
dratstoffwechsel und entsteht durch Phosphorilierung der Glukose mittels den Enzymen Hexo-
kinase und Glukokinase. Diese Umwandlung von Glukose in Glukose-6-phosphat geniigt wieder
einer Michaelis-Menten Gleichung und wird in diesem Modell mathematish beschrieben durch:

4.275,
Fs(w2) = 357 115025

Mit dieser Funktion kann man auch die Glukokinaseaktivitit verindern, sodaf} hier eine defek-
te Insulinwirkung (Insulin beeinflufit die Glukokinaseaktivitit) modelliert werden kann. Auf
diesem Wege wird eine Form der Zuckerkrankheit simuliert, ndmlich eine verringerte Insulin-
wirkung auf die Glukose.

In die Differentialgleichung fiir das Kompartiment des Glukose-6-phosphates fanden noch die
Glukoneogenese, die Glykogenese und die Glykogenolyse Zugang. Auflerdem fiigten Cramp
and Carson noch einen proportionalen Output sowie eine konstante Zufuhr in die Gleichung
hinzu. Somit gelte:

fE4(t) = 0.005 — 16.23z4 + f5((II2) — fz(x4,x5) — f3((L‘4,(II3,:E6,£E8) + f4((II4,(II8.£E9)

Plasmaglukose z; In das Kompartiment der Plasmaglukose wurden die metabolischen
Vorgénge der Glykolyse und der Glukoneogenese eingebaut. Weiters ist auch noch ein insulinu-
nabhéngiger Glukoseverbrauch, der vor allem im Zentralen Nervensystem stattfindet, und ein
insulinabhingiger Glukoseverbrauch (in den Muskeln und im adiposen Gewebe) beriicksichtigt,
die linear und konstant angesetzt wurden. Mit dem Inputterm I; wird die Glukosezufuhrrate
ausgedriickt und kann zum Beispiel eine intravendse Glukoseinjektion darstellen. Somit folge:

j?l(t) = —0.000139 + 0025(:132 - Il) - 015]71 + f2(£134,£135) - f1(I1,I5,I7) + Il

Portale Glukose zo Mit I wird hier eine Glukoseeinnahme iiber den Verdauungstrakt
ermoglicht, mit der dann der orale Glukosetoleranztest (0GTT) durchgefiihrt werden kann.
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Unter anderen wird in der Gleichung die Phosphorilierung der Glukose miteingebunden, indem
f5(z2) abgezogen wird. Die Gleichung lautet:

:I.Sg(t) = 015]71 - f5(£132) + 0025(:131 - IQ) + IQ

Glykogen in der Leber z3 Die Anderung in der Leberglykogenkonzentration wird
durch die Glykogenese und durch die Glykogenolyse berechnet. Daher sei:

t3(t) = f3(z4, 3,26, 28) — fa(z4, T8, T9)

Plasmainsulin z5 Das Zeitverhalten des Plasmainsulins resultiert aus der Interaktion
zwischen Plasmainsulin und portalem Insulin sowie einem nichtlinearen Insulinabbau g(zs).
Wertepaare fiir diese nichtlineare Funktion sind in der Tabelle in Abbildung 40 aufgelistet.
Dariiberhinaus ist auch noch ein Input I5 vorgesehen, der zum Beispiel eine intravenose Insu-

75 (mU) [ g(w;) (mU/mim) | 25 (mU) | g(@;) (mU/min)
0.0 4.0 176.0 61.3
86.4 6.3 217.6 93.7
112.0 7.3 230.6 115.0
128.0 15.7 272.0 174.0
150.4 39.8 291.0 227.0

Abbildung 40: Tabelle zum Insulinabbau.
lininjektion modellieren kann. Die Differentialgleichung fiir das Plasmainsulin lautet daher:

fE5(t) = 0.267(1)6 — 0.13451)5 — g(x5) + I5

Portales Insulin 4 Der Hauptreiz fiir die Ausschiittung von Insulin in der Leber ist ein
erhohter Blutzuckerspiegel. Hier wurde angenommen, dafl ab einer Leberglukosekonzentration
von 5 mmol/l eine Insulinausschiittung beginnt. Dies wird mit der Funktion

18000(z3 — 2)  falls 75 > 0.005
P1(z2) =
0 falls zo < 0.005
ausgedriickt, wobei :I?go) der Schwellwert der Insulinausschiittung ist, also :I?go) = 0.005. Wei-
ters ist auch noch die Anderung der Glukosekonzentration ausschlaggebend, denn bei einem
Ansteigen der Glukose wird vermehrt Insulin produziert. Diese Sachlage wird mathematisch
modelliert mit:

3600045 (t) falls do(£) > 0

pa(x2) =
0 falls do(t) <0
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¢1(x2) und ¢o(x9) zusammen ergeben dann die charakteristische Kurve des glukoseabhéingi-
gen Insulinabbaus. Somit erhilt man fiir das Kompartiment des portalen Insulins folgende
Gleichung:

j?6(t) =4+ 0.134x5 — 0.267x¢ + P1 (:L‘g) + ¢2(IL‘2)

Plasmaglukagon z7 Die Gleichung fiir das Kompartiment von Plasmaglukagon erhélt
man aus dem Materieaustausch zwischen Plasmaglukagon und portalem Glukagon sowie aus
einem Input 7. Deshalb sei:

i7(t) = 0.9063(zs — z7) + Iy

Portales Glukagon zg Als Glukoseschwellwert fiir die Glukagonausschiittung wurde
o = 0.009 gewihlt, das heifit, fillt die Glukosekonzentration in der Leber unter diesem Wert,
erfolgt eine Glukagonsekretion, die durch die Formel

10(0.009 — 2) falls z»() < 0.009
P3(x2) =
0 falls 2(f) > 0.009

berechnet wird. Ebenfalls wurde in die Differentialgleichung noch eine allerdings geringe Ein-
wirkung von portalem Insulin beriicksichtigt durch:
0.00003(1150 — z¢) falls zg < 1150
pa(w6) =
0 falls zg > 1150

Insgesamt ergibt sich fiir die Differentialgleichung des Kompartiments fiir das portale Gluka-
gon:

dg(t) = 0.0164 + 0.625z7 — 0.906325 + d3(x2) + pa(w6)

Plasmaadrenalin z9 Auch das Plasmaadrenalin wird durch die portale Glukose beein-
fluft, was dhnlich wie beim Glukagon durch die Funktionen

180(z\”) — m) falls 7 < 0.005
¢5(w2) =
0 falls zo > 0.005

(0)

wobei z,” wieder auf 0.005 gesetzt wurde, und

90[—io(2)] falls 25(t) < 0

P (z2) =
0 falls #2(t) > 0

modelliert wird. Zusétzlich ist noch ein linearer Adrenalinabbau und ein Input Iy miteingear-
beitet. Das ergibt:

j?g(t) =0.9-— 5.62279 + ¢5($2) + ¢6(IL‘2)
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Die Anfangswerte Als Anfangswerte z;(0) wurden die basalen Werte gewéhlt, also jene
Werte, bei denen der Stoffwechsel im Gleichgewicht ist. Es wurde fiir einen 70 kg schweren
Menschen ein Plasmavolumen von 3.2 Liter und ein Lebergewicht von 1.5 kg angenommen.
Fiir die Plasmaglukose und fiir die portale Glukose wurde z;(0) = z2(0) = 0.005 M gesetzt.
Beim Insulin, sowohl Plasma als auch Leber, wurde z5(0) = z¢(0) = 32 mU gewéhlt, das bei
dem vorher erwihnten Plasmavolumen und bei dem Lebergewicht 10 pU/ml entspricht. Die
Glukagonmenge im Plasma wie auch in der Leber war z7(0) = z5(0) = 0.32 ug (100 pg/ml),
wihrend das Plasmaadrenalin z9(0) = 0.16 mg (106 pug/ml) angesetzt wurde. Schliefilich war
die Glykogenkonzentration in der Leber z3(0) = 0.25 M (166 pmol/g Flissiggewicht), und die
Glukose-6-phosphat-Konzentration z4(0) = 0.003 M (0.2 pmol/g Fliissiggewicht).

5.3 Simulationsstudien anhand des Modells von Cramp and Carson

Fiir unsere Simulationen wurde das Modell von Cramp and Carson in Betracht gezogen, da die
Parameterangaben, die Angabe der Anfangswerte und die Beschreibung der physiologischen
Prozesse (vor allem die Michaelis-Menten Gleichung fiir die Enzymreaktionen) am verlafilich-
sten erschienen. Das Modell mit den Differentialgleichungen wurde wieder wie beim Meta-
bolismus des Bilirubin in ACSL programmiert. Als numerisches Verfahren zur Losung dieser
Differentialgleichungen wurde diesesmal das Runge-Kutta Verfahren vierter Stufe angewen-
det und die Schrittweite mit 0.005 (Minuten) angesetzt. Die verschiedenen Inputs (Glukose-,
Insulin-, Glukagon-, Adrenalininjektionen so wie orale Glukosezufuhr) programmierten wir mit
dem Befehl PULSE. Der Programmtext ist im Anhang zu finden. Beobachtet wurden jeweils
Plasmakonzentrationen, die in den Abbildungen graphisch veranschaulicht sind.

In Abbildung 41 sind die Ergebnisse bei einem intraventsen Glukosetoleranz-Test (IVGTT)
dargestellt. Die Simulation erfogte unter der Annahme, dal dem Probanden ein wéahrend
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Abbildung 41: Intraventse Glukosetoleranz-Test.
der Dauer von 12 Minuten eine Plasmaglukoseinjektion von 2.5 mmol/l/min gegeben wur-

de. Das entspricht ungefihr 0.5 g Glukose pro kg Koérpergewicht bei einem 70 kg schweren
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Menschen. Abbildung 42 zeigt den oralen Glukosetoleranz-Test (0GTT). Nach [26] wird beim
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Abbildung 42: Oraler Glukosetoleranz-Test.

oGTT 75 g Glukose innerhalb von fiinf Minuten getrunken. Die Simulation erfolgte unter der
Annahme, dafl beim Kompartiment fiir die portale Glukose eine Glukosezufuhr von einmal
0.96 mmol/1/min 30 Minuten lang und das andere mal von 2.6 mmol/l/min auch 30 Minuten
lang erfolgten. Bemerkenswert ist der Verlauf der Plasmaglukose bei dieser vermehrten Ein-
nahme von Glukose, ndmlich sinkt die Plasmaglukose durch die erhdhte Insulinkonzentration
stark unter den Normalwertbereich und pendelt sich sogleich durch den Anstieg der Gluka-
gonkonzentration um den Anfangswert ein. Dieses Simulationsergebnis zeigt den sogenannten
Hypoglykédmischen Schock an, bei dem es nach einer stark erh6hten Blutzuckerkonzentration
zu einem kurzfristigen Unterschreiten der Normwerte kommt.

Weiters untersuchten wir das System unter der Annahme einer mehrmaligen oralen Gluko-
seeinnahme von 2.6 mmol/l/min zehn Minuten lang mit einer Periode von 60 Minuten. Die
typischen Ergebnisse der Glukose-, Insulin- und Glukagonkonzentrationsverldufe sind in Ab-
bildung 43 dargestellt.

Aber es wurden nicht nur die Konzentrationsverldufe bei Glukosezufuhren berechnet, wir
untersuchten auch das Verhalten des Modells bei intravendsen Injektionen von den Regelungs-
hormonen Insulin, Glukagon und Adrenalin. Die Abbildungen 44 und 45 veranschaulichen die
Ergebnisse der Simulationsliufe. Beim intraventsen Insulintoleranz-Test (IVITT) gaben wir
3500 mU/min Insulin eine Minute als Input in das Kompartiment des Plasmainsulins. 250
pg/min Glukagon eine Minute lang war die Menge der Glukagoninjektion (cf. Abbildung 44).
Die Auswirkungen von einem pl6tzliche Adrenalinanstieg auf die Plasmaglukose und auf das
Plasmainsulin, wie es in Schock- und Strefisituationen zu beobachten ist, sind in der Abbil-
dung 45 dargestellt. Hier ist deutlich ersichtlich, dafl Adrenalin keinen so groflen Einfluf} auf
die Regelung des Kohlenhydratstoffwechsels ausiibt, da die Glukosekonzentration nur um ca.
0.45 mmol/l anstieg, obwohl die Adrenalinmenge sehr hoch gewéhlt wurde (30 mg/min eine
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Abbildung 44: Intraventser Insulintoleranz-Test und Glukagoninjektion.

Minute lang).

AuBlerdem wurde noch eine pathologische Situation, nimlich eine verringerte Enzymaktivitit
der Glukokinase simuliert. In Abbildung 46 ist das Ergebnis bei dem oben beschriebenen
IVGTT fiir die portale Glukose aufgezeichnet. Die Glukokinaseaktivitit wurde um 20% re-
duziert, indem f5(x2) mit dem entsprechenden Faktor von 0.2 multipliziert wurde. Somit
wurde eine Situation von einer Art des Diabetes mellitus simuliert, ndmlich eine ungeniigen-
de Insulinwirkung auf die Enzymaktivitdt. Daher kommt es auch bei einer 20 prozentigen
Verringerung der Umwandlung von Glukose in Glukose-6-phosphat zu einem Anstieg in der
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Blutglukosekonzentration, was auch einen erh6hten Steady-State Blutzuckerspiegel nach sich
zieht.

5.4 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurden vier Modelle fiir den Kohlenhydratstoffwechsel vorgestellt, wobei
das Modell von Bolie und das Modell von Berger/Rodbard Minimalmodelle sind, wéhrend hin-
gegen das Modell von Cobelli und das Modell von Cramp and Carson eine komplexe Struktur
aufweisen. Der Unterschied zwischen dem Modell von Cobelli und dem Modell von Cramp
and Carson liegt zum einen in der Auswahl der einzelnen physiologischen Prozesse, die am
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Glukosestoffwechsel beteiligt sind, und zum anderen in der mathematischen Beschreibung die-
ser Vorgénge. Wihrend Cobelli et al. eine sigmoidartige Relation wéhlten, ziehen Cramp and
Carson eine Beschreibung mit einer Michaelis-Menten-Gleichung vor. Auch in der Art und
Anzahl der Kompartimente liegt ein grofler Unterschied dieser zwei Modelle. Eines der Haupt-
merkmale beim Modell von Cramp and Carson ist die Betonung des Glukose-6-phosphates als
zentrale Rolle im Kohlenhydratstoffwechsel. Durch diese Anniherung an das Modell treten
auch die Enzymreaktionen, die durch die Substanzen Hexokinase, Glukokinase und Glukose-
6-phosphatase hervorgerufen werden, in den Vordergrund. Auflerdem liegt das Gewicht der
Modellierung bei Cramp and Carson auf dem hepatischen Kreislauf, wihrend beim Modell
von Cobelli auch grofie Beachtung auf den peripheren Kreislauf gelegt wurde. Beim Modell
von Cobelli wurde jedoch nicht Riicksicht genommen, eine Glukosezufuhr iiber den Verdau-
ungstrakt zu geben. Somit ist es mit dem Modell von Cobelli et al. nicht moglich, den heute
verbreiteten oralen Glukosetoleranz-Test zu simulieren.

Beim Modell von Cramp and Carson wurde diese Moglichkeit beriicksichtigt, indem durch
ein Kompartiment fiir die portale Glukose eine orale Einnahme von Glukose iiber den Verdau-
ungstrakt modelliert werden kann. Daher kann das Modell von Cramp and Carson auch besser
im klinischen Bereich eingesetzt werden, da ein intraventser Glukosetoleranz-Test nach [26]
nur selten angewendet wird. Um das Modell fiir Patienten hilfreich zu gestalten, miifiten die
Parameter fiir jeden einzelnen Menschen und vor allem fiir Diabetiker jeweils neu bestimmt
werden oder je nach Wissenstand iiber eventuelle pathologische hormonelle Wirkungen neu
gesetzt werden. Eine derartige Parameterschitzung 148t sich zum Beispiel mit dem Verfahren
von Hooke and Jeeves, wie es in dieser Arbeit besprochen wurde, bewerkstelligen.

Eine weitere mogliche Modifikation wére, eine feinere Unterteilung des Insulinteilsystems
in das Modell einzubauen oder auch im Falle eines insulinabhédngigen Diabetikers ein Insu-
linsystem unabhingig von den anderen Kompartimenten einzusetzen, wie es zum Beispiel im
Modell von Berger/Rodbard vorgefithrt wurde.

Es ist bemerkenswert, dafl Modelle fiir den Kohlenhydratstoffwechsel hauptsidchlich im
Zeitraum von 1961 bis Anfang der 80-iger Jahre gebildet wurden und seit vielen Jahren keine
wesentlichen Neuentwicklungen in der Literatur zu finden sind. Die bis heute géingigen Mo-
delle sind als nicht zuverldfilich einzustufen. Es erscheint erstrebenswert, Neuentwicklungen
von Modellen durchzufiithren, welche den inzwischen stark angewachsenen Wissenstand der
Physiologie des Kohlenhydratstoffwechsels beriicksichtigen.
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A Anhang

A.1 Tabelle fiir Laplacetransformierte

Hier geben wir eine Tabelle von jenen Funktionen an, die wir in unseren Beispielen benutzten.
Eine vollstindigere Liste kann der Leser in [33] oder [32] finden.

L f@) 1 LIF0)] ]
k s
a(t 1
t 2
—ae ¥ H_ia
cos(at) | ois
sin(at) | i

A.2 Einheiten fiir Masse, Stoffmenge und Konzentration

In der Physiologie und in der Pharmakokinetik werden fiir Masse, Stoffmenge und Konzen-
tration oft verschiedene Einheiten angegeben. In diesem Anhang wollen wir nun einen kleinen
Uberblick iiber die Einheiten diese Gréfien geben.

Die SI-Einheit (=Systeme International d’Unités) der Masse ist kg (Kilogramm). Die Stoff-
menge, eine der Masse dhnliche Mefigréle, wird in mol (Mol) angegeben. Ein Mol ist diejenige
Masse eines Stoffes, die angibt, wievielmal mehr Masse das Atom oder Molekiil hat als ein
Zwolftel des 12C-Atoms. Die Masse des Insulin wird auch oft in Insulineinheiten (U) quanti-
siert. Dabei entspricht eine Insulineinheit etwa 45 pg kristallisiertem Insulins [20].

Bei der Konzentration unterscheiden wir zwischen der Massenkonzentration und der Stoff-
mengenkonzentration (= molare Konzentration). Die SI-Einheit der Massenkonzentration ist
g/l, die SI-Einheit der Stoffmengenkonzentration ist mol/I.

B ACSL-Programme

B.1 ACSL-Programme fiir den Metabolismus des Bilirubin

Zwei- und Drei- Kompartimentmodell Mit dem folgenden Programm simulierten wir
den Bilirubinstoffwechsel mit einem Zwei- so wie mit einem Drei- Kompartimentmodell. Mit
dem Drei- Kompartimentmodell berechneten wir auch das Verhalten des Bilirubin in den
pathologischen Fillen eines Gilbertschen und eines Crigler- Najjar- Syndroms. Die Werte fiir
die Parameter und fir die Anfangswerte entnahmen wir aus der Literatur [4, 10].

PROGRAM Bilirubin02

! Programm fuer zwei lineare, zeitinvariante Kompartimentmodelle
! des Bilirubinmetabolismus.
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2 Kompartimente: yl...Plasma , y2...Leber
3 Kompartimente: x1...Plasma , x2...Leber

x3...Extravasculaeres Gewebe

Parameterwerte fuer Normalgesunde so wie
Parameterwerte beim "Gilbertschen Syndrom"
Parameterwerte beim "Crigler—-Najjar Syndrom"

'l 2-Kompartimentmodell !!
NERRRREEE RN RN RN RN

1! Werte

CONSTANT
CONSTANT
CONSTANT
CONSTANT

fuer Normalgesunden !!!!

ylic=13. ! Anfangsmasse im Plasma (mg)

y2ic=0. ! Anfangsmasse Leber (mg)

£21=0.023 , £12=0.0065 , £02=0.011 ! Transferraten
Vol1=45.6 ! Volumen Plasma  (ml)

'l 3-Kompartimentmodell !!
RN RN RN

CONSTANT
CONSTANT
CONSTANT

CONSTANT
CONSTANT
CONSTANT
I CONSTANT
I CONSTANT

CONSTANT
CONSTANT
CONSTANT
CONSTANT
CONSTANT
CONSTANT

xlic=13. ! Anfangsmasse im Plasma (mg)
x2ic=0. ! Anfangsmasse Leber (mg) ( 18. in SteadyState)
x3ic=0. ! Anfangsmasse im Extravasculaerem Gewebe (mg)

! ( 36. in SteadyState)
k21=0.023 , k31=0.0047 , k13=0.0017 ! Transferraten
k12=0.0065 , k02=0.011 ! Transferraten
V1=45.6 ! Volumen Plasma  (ml)
V2=63.14 ! Volumen Leber (ml)
V3=126.28 ! Volumen Extravasculaerem Gwebe (ml)

xglic=13. ! Anfangsmassen bleiben gleich ? Plasma
xg2ic=0. ! Leber ( 18. in SteadyState)

xg3ic=0. ! Extravasculaerem Gewebe ( 36. in SteadyState)
kg21=0.0097 , kg31=0.0016 , kgl13=0.0017 ! Transferraten
kgl12=0.0065 , kg02=0.0052 ! Transferraten
Vg1=45.6 ! Volumen Plasma (ml)
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P Werte beim Crigler—Najjar—Syndrom !HEtirrtrrrrbrbbbbbbbLLL
CONSTANT xcnlic=13. ! Anfangsmassen bleiben gleich? Plasma
CONSTANT xcn2ic=0. ! Leber ( 18. in SteadyState)
CONSTANT xcn3ic=0. ! Extravasculaerem Gewebe (36. in SteadySteate)
CONSTANT kcn01=0.00028, kcn02=0., kcn03=0., kcn12=0.118 ! Transferraten
CONSTANT kcn21=0.0386 , kcn13=0.00433 , kcn31=0.00283 ! Transferraten
CONSTANT Vcn1=45.6 ! Volumen Plasma (ml)
Prrtit Simulationszeit !PPtrrirrIIGLLILLLLLY
CONSTANT t£=1800. ! Simulationszeit (min)
INITIAL
I clic=x1ic/V1 ! Anfangskonzentration im Plasma (mg/ml)
! c2ic=x2ic/V2 ! Anfangskonzentration in der Leber (mg/ml)
! ¢3ic=x3ic/V3 ! Anf .Konz. im Extravasculaerem Gew. (mg/ml)
END
DYNAMIC
ALGORITHM ialg=4 ! Runge Kutta 2. Ordnung
CINTERVAL cint=1 ! Kommunikationsinterval
MAXTERVAL maxt=0.05 ! Interval fuer die Integration
NSTEPS nstp=1
DERIVATIVE

'l 2-Kompartimentmodell !!
RN RN RN RN RN

imp=PULSE(0.,100000.,1.)

! Schnell verabreichter Indikator (mg)
! Zum Zeitpkt 0, 1 Sekunde lang

y1=INTEG (-£21%y1+f12*y2+imp,ylic)

! Kompartimentgleichung fuer das Plasma

y2=INTEG (- (£02+£12) xy2+£21%y1,y2ic)

! Kompartimentgleichung fuer die Leber
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'l 3-Kompartimentmodell !!
NERRRREEE RN RN RN RN

u=PULSE(0.,100000.,1.)
! Schnell verabreichter Indikator (mg)
! Zum Zeitpkt O, 1 Sekunde lang

x1=INTEG(-(k21+k31)*x1+k13*x3+k12*x2+u,xlic)
! Kompartimentgleichung fuer das Plasma

x2=INTEG(-(k02+k12) *x2+k21*x1,x2ic)
! Kompartimentgleichung fuer die Leber

x3=INTEG(-k13*x3+k31*x1,x3ic)
! Kompartimentgleichung fuer das extravasculaere Gew.

ug=PULSE(0.,100000.,1.)
! Schnell verabreichter Indikator (mg)
! Zum Zeitpkt 0, 1 Sekunde lang

xg1=INTEG (- (kg21+kg31) *xgl+kgl3*xg3+kgl2*xg2+ug,xglic)
! Kompartimentgleichung fuer das Plasma

xg2=INTEG (- (kg02+kgl2) *xg2+kg21*xgl ,xg2ic)
! Kompartimentgleichung fuer die Leber

xg3=INTEG (-kgl13*xg3+kg31*xgl,xg3ic)
! Kompartimentgleichung fuer das extravasculaere Gew.

ucn=PULSE(0.,100000.,1.)
! Schnell verabreichter Indikator (mg)
! Zum Zeitpkt 0, 1 Sekunde lang

xcnl1=INTEG(-(kcnO1l+kcn21+kcn31) *xcnl+ &

ken13*xcn3+kenl2*xxcn2+ucn,xcnlic)
! Kompartimentgleichung fuer das Plasma
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xcn2=INTEG (- (kcn02+kcnl12) *xcn2+kcn21*xcnl,xcn2ic)
! Kompartimentgleichung fuer die Leber

xcn3=INTEG (- (kcn13+kcn03) *xcn3+kcn31*xcnl,xcn3ic)
! Kompartimentgleichung fuer das extravasculaere Gew.

END

!11!l Konzentrationen (mg/ml) !!ttit!

conl=yl / Voll

Konzentration

im Plasma (2-Komp.modell)

!
cl=x1 / V1 ! Konzentration im Plasma fuer Normalgesunden
cgl=xgl / Vgl ! Konzentration im Plasma bei Gilbertschen Syndrom
ccnl=xcnl / Vcnl ! Konzentration im Plasma bei Crigler-Najjar-Syndrom
111! Konjugierungsmenge (mg) !!!!!!
kon=k02x*x2 ! Normalgesunde
kog=kg02*xg2 ! Gilbertsches Syndrom

!11! Unterschiede in den Konzentrationen im Plasma (mg/ml) !!!!

dc23=(conl-c1) ! Differenz zw. 2- und 3-Komp.modell
dcng=-(cl-cgl) ! Zwischen Normalgesunden und bei Gilbertschen S.
dcncn=-(cl-ccnl) ! Normalgesunden und Crigler-Najjar-Syndrom
dcgen=-(cgl-ccnl) ! Gilbertsches und Crigler-Najjar-Syndrom

!1!! Unterschiede in den Massen (mg) !!!!

dm23=(x2-y2) ! Masse in der Leber zw. 2- und 3-Komp-modell
Leber Normalgesunder Gilbertsches Syndrom

Leber Normalgesunder Crigler-Najjar-Syndrom
Leber Gilbertsches- Crigler-Najjar-Syndrom
Extravasc. Gew. Normalgesunder Gilbertsches S.
Extravasc. Gew. Normalgesunder Crigler-Najjar S.
Extravasc. Gew. Gilbertsches- Crigler-Najjar S.

dmlng=-(x2-xg2) !
dmlncn=-(x2-xcn2) !
dmlgcn=-(xg2-xcn2) !
dmeng=-(x3-xg3) !
dmencn=-(x3-xcn3) !
dmegcn=-(xg3-xcn3) !

11! Simulationsabbruch

TERMT (t.GE.tf)
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END
TERMINAL

END
END

Sechs- Kompartimentmodell Das folgende Programm schrieben wir, um ein Modell des
Bilirubinstoffwechsels mit sechs Kompartimenten zu realisieren. Weiters bauten wir noch fiinf
Kompartimente ein, die die Funktion einer Verzigerung zwischen fiinften und sechsten Ko-
martiment erfiillen.

PROGRAM Bilrubin06

! Programm fuer ein lineares, zeitinvariantes Kompartimentmodell
! des Bilirubinmetabolismus.

! 6 Kompartimente: x1...Plasma unkonjugiert

! x2...Leber unkonjugiert

! x3...Extravasculaeres Gewebe unkonjugiert
! x4...Plasma + extravasc.Gew. konjugiert

! x5...Leber konjugiert

! xd1-xd5...Verzoegerung zw. Komp. 5 und 6

! x6...Galle konjugiert

! Parameterwerte entstanden durch Experimente

! an Ratten. (cf. Carsen, Cobelli, Finkenstein)

CONSTANT x1ic=0.
CONSTANT x2ic=0.
CONSTANT x3ic=0.
CONSTANT x4ic=0.

! Anfangsmasse im Plasma unkonjug. (mg)

! Anfangsmasse Leber unkonj. (mg)

! Anfangsmasse im Extravasculaerem Gewebe unkonj. (mg)
! Anfangsmasse in Plasma + Extravasc. Gew. konj. (mg)
CONSTANT x5ic=0. ! Anfangsmasse in Leber konj. (mg)

CONSTANT x6ic=0. ! Anfangsmasse in der Galle konj. (mg)

CONSTANT k21=0.278 , k31=0.113 , k13=0.198 ! Transferraten

CONSTANT k12=0.294 , k06=0.1 ! k06 nicht angegeben
CONSTANT k52=1.2 , k54=0.01 , k45=0.102 ! Transferraten
CONSTANT kd5=0.415 , kd=0.57 ! Transferraten
CONSTANT V1=17. ! Volumen Plasma unkonjugiert  (ml)
CONSTANT V4=166. ! Volumen Plasma + Extravasc. Gew. konj. (ml)
CONSTANT impme=10. ! Masse, die beim Impuls verabreicht wird (mg)
CONSTANT impdau=5. ! Impulsdauer (min)

Prrrlt Simulationszeit tttttrtrrrrrrrrrrrind
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CONSTANT tf=240. | Simulationszeit (min)

INITIAL

END

DYNAMIC
ALGORITHM ialg=4 ! Runge Kutta 2. Ordnung
CINTERVAL cint=0.5 ! Kommunikationsinterval
MAXTERVAL maxt=0.005 ! Interval fuer die Integration

NSTEPS nstp=1
DERIVATIVE

u=impme*PULSE(0.,100000. ,impdau)
! Schnell verabreichter Indikator (mg)
! Zum Zeitpkt 0, 5 Sekunden lang

x1=INTEG(-(k21+k31)*x1+k13*x3+k12*x2+u,xlic)
! Kompartimentgleichung fuer das Plasma unkonj.

x2=INTEG (- (k12+k52) *x2+k21*x1,x2ic)
! Kompartimentgleichung fuer die Leber unkonj.

x3=INTEG(-k13*x3+k31%x1,x3ic)
! Kompartimentgleichung fuer das extravasculaere
! Gewebe unkonj.

x4=INTEG (-k54*x4+k45*x5,x4ic)
! Kompartimentgleichung Plasma +
! extravasc. Gew. konjugiert

x5=INTEG (- (k45+kd5) *x5+k52*x2+k54*x4,x5ic)
! Kompartimentgleichung fuer Leber konjugiert

xd1=INTEG (-kd*xd1+kd5*x5,0.)
! 1. Verzoegerung

xd2=INTEG (-kd*xd2+kd*xd1,0.)
! 2. Verzoegerung

xd3=INTEG (-kd*xd3+kd*xd2,0.)
! 3. Verzoegerung
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xd4=INTEG (-kd*xd4+kd*xd3,0.)
! 4. Verzoegerung

xd5=INTEG (-kd*xd5+kd*xd4,0.)
! 5. Verzoegerung

x6=INTEG(-k06*x6+kd*xd5,x6ic)
! Kompartimentgleichung fuer Galle konjugiert

END

cl=x1 / V1 ! Konzentration im Plasma unkonjugiert (mg/ml)
ckonj=x6 / V4 ! Konzentration des ausgeschiedenen konj. Bilirubins
ml=x2+x5 ! Masse in Leber ( unkonjug. + konj.)

TERMT (t.GE.tf)

END
TERMINAL

END
END

B.2 ACSL-Programme fiir den Kohlenhydratstoffwechsel

Der folgende Programmtext wurde geschrieben, um das Modell von Cramp and Carson zu si-
mulieren. Die Inputs in den einzelnen Kompartimenten wurden mit dem Befehl PULSE nach-
geahmt und sind jeweils entsprechend abzuéndern. Variablenbezeichnungen stimmen zum Teil
nicht mit den mathematischen Bezeichnungen im Kapitel iiber den Kohlenhydratstoffwechsel
iiberein, aus dem einfachen Grund, um das Computerprogramm lesbarer zu gestalten.

PROGRAM Glucosel

'11! Programm fuer den Kohlenhydratstoffwechsel

111! mit dem Modell von Cramp and Carson

111! Fuer eine Person mit 70 kg (Plasma Volume=3.21, und
111! liver mass=1.5 kg)

CONSTANT x1ic=0.005 ! Anfangsmasse Plasma glucose (M)
CONSTANT x2ic=0.0003 ! Liver glucose-6-phosphate (M)
CONSTANT x3ic=0.25 ! Liver glycogen (M)

CONSTANT x4ic=30. ! Plasma insulin (mU)
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CONSTANT x5ic=0.32 ! Plasma glucagon (myg)

CONSTANT x6ic=0.16 ! Plasma adrenalin (mg)
CONSTANT x7ic=0.005 ! Portal glucose (M)
CONSTANT x8ic=30. ! Portal insulin (mU)
CONSTANT x9ic=0.32 ! Portal glucagon (myg)
CONSTANT Vp=3.2 ! Plasma Volume and hormonal distribution volume (1)
CONSTANT Lm=1.5 ! Liver mass (kg)
CONSTANT t£=120. ! Simulationszeit (min)
INITTIAL
END
DYNAMIC

ALGORITHM ialg=5
CINTERVAL cint=0.1
MAXTERVAL maxt=0.005
NSTEPS nstp=1

DERIVATIVE

111! Plasma Glucose !!!!
NEERERERERERERRERRRRRER

egr=0.!0.0025*%PULSE(0.,10000.,12.) ! Exogenous glucose dose rate
a=FCNSW(x4-300.,(6.82*x2)/(2.+1000.%*x2),(6.82%x2)/(2.+1000.%*x2), &
(6.82%x2)/(2.+1000. *x2* (x4-293.)/7.))
! influence of insulin, Glukoneogenese

IF (x4 .GT. 65. .AND. x4 .LE. 700. .AND. x5 .LE. 0.42) THEN
b=(0.25%x1)/(22.7+1150.%x1)

ELSE IF (x4 .GT. 65. .AND. x4 .LE. 700. .AND. x5 .GT. 0.42) THEN
b=(0.216%x1)/(22.7+1150.*x1)

ELSE IF (x4 .GT. 700.) THEN
b=(0.25%x1*(x4-699.))/(22.7+1150.*x1%(x4-699.))

ELSE IF (x4 .LE. 65.) THEN
b=0.

END IF
! influence of insulin and glucagon, Glykolyse
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x1d=egr+0.025%(x7-x1)-0.15*x1+a-b!-0.000139
x1=INTEG(x1d,xlic) ! Equation for plasma glucose

111! Portal Glucose !!!!
NEERERERERERERRERERERER

girfg=0.!0.00096*PULSE(0.,100000.,30.) ! glucose input rate from gut

x7d=0.15%x1-(4.27%x7)/(22.7+1150.%x7)+0.025* (x1-x7)+girfg
x7=INTEG(x7d,x7ic) ! Equation for portal glucose

1111 Glucose-6-phosphate !!!!
EERRRRRENR RN RN RN RRRRRRERER

IF (x8 .GE. 32. .AND. x3 .LE. 0.5 .AND. x9 .LE. 0.33) THEN
d=(1.25%x2)/(0.10722+1848.3%x2)
ELSE IF (x8 .LT. 32. .0OR. x3 .GT. 0.5 .OR. x9 .GT. 0.33) THEN
d=0.
END TIF
! Glykogenese

IF (x9 .GE. 0.33 .0OR. x6 .GE. 0.32) THEN
e=(0.03-31.2%x2)/(32.-1000.%x2+11.1/(4000.*x2+1))
ELSE IF (x9 .LT. 0.33 .AND. x6 .LT. 0.32) THEN
e=0.
END IF
! Glykogenolyse

x2d=0.005-16.23*x2+(4.27*x7) /(22.7+1150.*x7) -a-d+e
x2=INTEG(x2d,x2ic) ! Equation for glucose-6-phosphate

'11! Glycogen !!!!
SRR ERRERRRRRRERY
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IF (x9 .GE. 0.33 .0R. x6 .GE. 0.32) THEN
e1=(0.03-31.2%x2)/(32.-1000. *x2+11.1/(4000. *x2+1) )
ELSE IF (x9 .LT. 0.33 .AND. x6 .LT. 0.32) THEN

el=0.
END IF
! Glykogenolyse
x3d=d-el
x3=INTEG(x3d,x3ic) ! Equation for glycogen

111! Plasma Insulin !!!!
RN RN

eir=0.!3500.*PULSE(0.,100000.,1.) ! Exogenous insulin dose rate

1 function defining insulin loss !!!!

IF (x4 .EQ. 0.) THEN
insloss=4.0
ELSE IF (x4 .GT. 0. .AND. x4 .LE. 86.4) THEN
insloss=((6.3-4.0)/(86.4))*x4+(4.0)
ELSE IF (x4 .GT. 86.4 .AND. x4 .LE. 112.0) THEN
insloss=((7.3-6.3)/(112.0-86.4))*x4+ &
(6.3-((7.3-6.3)/(112.0-86.4))*86.4)
ELSE IF (x4 .GT. 112.0 .AND. x4 .LE. 128.0) THEN
insloss=((15.7-7.3)/(128.0-112.0)) *x4+&
(7.3-((15.7-7.3)/(128.0-112.0))*112.0)
ELSE IF (x4 .GT. 128.0 .AND. x4 .LE. 150.4) THEN
insloss=((39.8-15.7)/(150.4-128.0)) *x4+ &
(15.7-((39.8-15.7)/(150.4-128.0))*128.0)
ELSE IF (x4 .GT. 150.4 .AND. x4 .LE. 176.0) THEN
insloss=((61.3-39.8)/(176.0-150.4))*x4+ &
(39.8-((61.3-39.8)/(176.0-150.4))*150.4)
ELSE IF (x4 .GT. 176.0 .AND. x4 .LE. 217.6) THEN
insloss=((93.7-61.3)/(217.6-176.0) ) *x4+ &
(61.3-((93.7-61.3)/(217.6-176.0))*176.0)
ELSE IF (x4 .GT. 217.6 .AND. x4 .LE. 230.6) THEN
insloss=((115.0-93.7)/(230.6-217.6) ) *x4+ &
(93.7-((115.0-93.7)/(230.6-217.6))*217.0)
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ELSE IF (x4 .GT. 230.6 .AND. x4 .LE. 272.0) THEN
insloss=((174.0-115.0)/(272.0-230.6) ) *x4+ &
(115.0-((174.0-115.0) /(272.0-230.6) ) *230.6)
ELSE IF (x4 .GT. 272.0 .AND. x4 .LE. 291.0) THEN
insloss=((227.2-174.0)/(291.0-272.0) ) *x4+ &
(174.0-((227.2-174.0) /(291.0-272.0) ) *272.0)
ELSE IF (x4 .GT. 291.0 .AND. x4 .LE. 500.0) THEN
insloss=((450.0-227.2)/(500.0-291.0) ) *x4+ &
(227.2-((450.0-227.2)/(500.0-291.0))*291.0)
END IF

x4d=0.267*x8-0.134*x4-insloss+eir
x4=INTEG(x4d,x4ic) ! Equation for Plasma insulin

111! Portal Insulin !!!!
RN RN RN

f=FCNSW(x7-0.005,0.,0.,18000.*(x7-0.005))
g=FCNSW(x7d,0.,0.,36000.*x7d)

x8d=4.+0.134*x4-0.267*x8+g+£f
x8=INTEG(x8d,x8ic) ! Equation for portal insulin

'11! Plasma Glucagon !!!!
RN RN NN NN RNY

eglr=0.!250.*PULSE(0.,10000.,1.) ! exogenous glucagon dose rate

x5d=0.9063* (x9-x5) +eglr
x6=INTEG(x5d,x5ic) ! Equation for plasma glucagon

'11! Portal Glucagon !!!!
RN RRNERRRERRRE RN RN RY!

h=FCNSW(x7-0.009,10.%(0.009-x7),0.,0.)
i=FCNSW(x8-1150.,0.00003*(1150.-x8),0.,0.)
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x9d=0.0164+0.625*%x5-0.9063*x9+i+h
x9=INTEG(x9d,x9ic) ! Equation for portal glucagon

111! Plasma Adrenalin !'!!!
RN R RN R R R R RE R

ear=0.!300.*PULSE(0.,10000.,1.) ! exogenous adrenalin dose rate
j=FCNSW(x7-0.005,180.*(0.005-x7),0.,0.)
k=FCNSW(x7d,90.*(-x7d),0.,0.)

x6d=0.9+j+k-5.62*%x6+ear
x6=INTEG(x6d,x6ic) ! Equation for plasma adrenalin

END

1111 Concentrations of the compartments !!!!
EEERRREEE RN R R R RN R R RN RN R AR R R NN

conx1=1000. *x1

conx4=x4/Vp
conx5=x5/1000. *Vp
conx6=x6/Vp

conx7=1000. *x7
conx8=x8/1000. *Vp
conx9=1000000.*x9/1000 . *Vp

(mmol/1) Plasma glucose
(myU/1) Plasma insulin
(myg/ml) Plasma glucagon
(myg/ml) Plasma adrenalin
(mmol/1) Portal glucose
(mU/1) Portal insulin
(pg/ml) Portal glucagon

TERMT (t .GE. tf)

END
TERMINAL
END
END

B.3 ACSL-Programm fiir die metabolischen Prozesse beim Kohlenhydrat-
stoffwechsel

Mit diesem Programm berechneten wir die die Glykolyse, die Glukoneogenese, die Glykogenese
und die Glykogenolyse, wie sie im Modell von Cramp and Carson modelliert wurden. Die
Werte fiir die Parameter und die Inkrementierungen miissen wieder jeweils angepafit werden,
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je nachdem welcher physiologischer Vorgang simuliert werden mochte.

PROGRAM prozl

'11! Programm fuer die einzelnen Enzymreaktionen beim Glukosestoffwechsel
111! mit dem Modell von Cramp and Carson

111! Fuer eine Person mit 70 kg (Plasma Volume=3.21, und

111! liver mass=1.5 kg)

CONSTANT t£=0.0005
INITIAL
L1..CONTINUE

END
DYNAMIC

ALGORITHM ialg=5
CINTERVAL cint=0.00001
MAXTERVAL maxt=0.000001
NSTEPS nstp=1

DERIVATIVE

CONSTANT ins1=30.
CONSTANT inslinc=10.
CONSTANT inslend=31.

gltogbp=(4.27%t)/(22.7+1150.%t) ! Umwandlung Glukose G6P
I t...Plasmaglukose

a=FCNSW(ins1-300.,(6.82%t)/(2.+1000.*t),(6.82%t)/(2.+1000.*t), &
(6.82%t)/(2.+1000.*t*(ins1-293.)/7.))
! Glukoneogenese abhaengig von G6P und Plasmainsulin
' t...G6P

CONSTANT gluka=0.42
!'CONSTANT glukainc=0.15
'CONSTANT glukaend=0.5

IF (insl .GT. 65. .AND. insl .LE. 700. .AND. gluka .LE. 0.42) THEN
b=(0.25%t)/(22.7+1150.*t)
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ELSE IF (insl .GT. 65. .AND. insl .LE. 700. .AND. gluka .GT. 0.42) &
THEN
b=(0.215%t)/(22.7+1150.*t)
ELSE IF (insl .GT. 700.) THEN
b=(0.25%t*(ins1-699.))/(22.7+1150.*t*(ins1-699.))
ELSE IF (insl .LE. 65.) THEN
b=0.
END IF
! Glykolyse t...Plasmaglukose

CONSTANT glyk=0.4

IF (insl .GE. 32. .AND. glyk .LE. 0.5 .AND. gluka .LE. 0.35) THEN
d=(1.25%t)/(0.10722+1848.3*t)
ELSE IF (insl .LT. 32. .0OR. glyk .GT. 0.5 .OR. gluka .GT. 0.35) THEN
d=0.
END IF
! Glykogenese t...G6P

CONSTANT adr=0.4

IF (gluka .GE. 0.33 .0OR. adr .GE. 0.32) THEN
e=(0.03-31.2%t)/(32.-1000.*t+11.1/(4000.%t+1))
ELSE IF (gluka .LT. 0.33 .AND. adr .LT. 0.32) THEN
e=0.
END IF
! Glykogenolyse t...G6P
END

TERMT (t .GE. tf)

END
TERMINAL

CALL LOGD (.TRUE.)
insl=insl+inslinc
IF (insl .LE. inslend) GO TO L1

'gluka=gluka+glukainc

IIF (gluka .LE. glukaend) GO TO L1
END
END
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